Universitat Rostock
Prof. Dr. Sill

Losungen der Aufgaben zum logischen Denken

1. Jeder der Weisen nimmt zunachst an, dass seine Stirn weiR ist. Das Lachen der anderen beiden
erklart jeder sich damit, dass die beiden tiber die schwarze Stirn des anderen lachen. Dann Uber-
legt sich jeder folgendes: wenn meine Stirn weiR ware, dann wiirde einer der beiden anderen,
der auch annimmt dass seine Stirn weil ist, sich wundern, dass der Dritte noch lacht, da dieser ja
zwei weille Stirnen sehen wiirde und kein Grund zum Lachen hatte.

2. Bert und Christine kdnnen nicht beide einen schwarzen Hut aufhaben, sonst wiisste Arne, dass er
einen weillen Hut aufhat. Also muss entweder Bert oder Christine oder auch beide einen weilRen
Hut aufhaben.

Wenn Christine einen schwarzen Hut aufhatte, so wiisste Bert, dass er einen weien Hut aufhat.
Da er aber nicht die Farbe seines Hutes sagen kann, muss Christine einen weilRen Hut aufhaben.

3. Vor und nach dem Umfiillen ist in beiden Glasern die gleiche Menge an Flissigkeit. Wenn in ei-
nem Glas mehr Saft aus dem anderen ware, als von ihm in dem anderen, miissten unterschiedli-
che Mengen an Flissigkeiten in den Glasern sein.

4. Es missen schrittweise alle 28 Moglichkeiten der Kombination der Zahlen von 0 bis 6 durchge-
gangen werden und schrittweise Falle ausgeschlossen werden. Am Ende ergibt sich als einzige
Moglichkeit die Kombination 2 und 3.

5. Eine mogliche Fragen ist: ,,Was wiirde ein Bewohner ihrer Heimatinseln sagen, wenn ich ihn fra-
gen wirde, ob ich auf der Wahrheitsinsel bin?“
Wenn er auf der Wahrheitsinsel ist und einen Bewohner dieser Insel trifft, wirde der Befragte
mit ja antworten. Trifft er einen Bewohner der Ligeninsel, der zu Gast auf der Wahrheitsinsel ist,
so wirde dieser auch mit ja antworten, da ein Bewohner der Ligeninsel nein sagen wiirde, der
Befragte aber auch ein Llgner ist und deshalb ja sagen misste.
Wenn er auf der Liigeninsel ist und einen Bewohner der Wahrheitsinsel trifft, der zu Gast auf der
Wabhrheitsinsel ist, so wirde dieser auch mit nein antworten. Wenn er einen Bewohner dieser In-
sel trifft, wirde der Befragte mit nein antworten, da ein Bewohner der Liigeninsel ja sagen wiir-
de, der Befragte aber auch ein Liigner ist und deshalb nein sagen miusste.

6. a) Der Satz,Jede Regel hat eine Ausnahme.” ist offensichtlich auch eine Regel und hat deshalb
auch eine Ausnahme, so dass nicht jede Regel eine Ausnahme hat.
b) Wenn der Matrose Hein sich nicht selbst rasieren wiirde, so misste er sich nach dem Befehl
selbst rasieren. Wenn er sich selbst rasiert, so brauchte er sich nach dem Befehl nicht rasieren.
c) Wenn die Menge M sich nicht selbst als Element enthalt, so gehoért die Menge M selbst zur
Menge M. Damit enthalt sie sich aber auch selbst als Element und dirfte somit nicht zur Menge
gehoren.

7. Negieren Sie folgende Aussagen bzw. Aussageformen. Geben Sie zwei Formulierungen an. Losungs-
hinweis: Generelle Formulierung der Negationen: Es nicht wahr, dass ...

Aussagen Mogliche Negationen
a) Ronny ist groRer als Stefan. — Ronny ist kleiner als Stefan oder genauso
grol} wie er.
— Ronny ist nicht groer als Stefan.
b) Der Punkt P liegt auRerhalb des — Der Punkt ist Element des Kreises (oder




Kreises.

liegt auf dem Kreis) oder liegt innerhalb
des Kreises.

Der Punkt liegt nicht aulRerhalb des Krei-
ses

c) Das Quadrat von 3 ist gleich 6.
(Falsche Aussage)

Das Quadrat von 3 ist kleiner oder gro-
Rer als 6.
Das Quadrat von 3 ist ungleich 6.

d) Die reelle Zahl x ist kleiner als 3.

Die reelle Zahl x ist groRer oder gleich 3.
Die reelle Zahl x ist nicht kleiner als 3.

e) Das Dreieck ABC ist gleichseitig.

Das Dreieck ABC gleichschenklig oder
ungleichseitig.
Das Dreieck ist nicht gleichseitig.

f) Es gibt eine natirliche Zahl, die
groBer als ihr Kehrwert ist.
(gilt fur alle Zahlen auBer 1)

Fir alle natiirlichen Zahlen gilt, dass sie
nicht grofRer als ihr Kehrwert sind.

Es gibt keine natirliche Zahl, die groRer
als ihr Kehrwert ist.

g) Fur alle gebrochenen Zahlen gilt,
dass ihr Kehrwert stets kleiner als
die Zahl ist.

(falsche Aussage)

Es gibt eine gebrochene Zahl, deren
Kehrwert groRer oder gleich dieser Zahl
ist.

Nicht fur alle gebrochenen Zahlen gilt,
dass ihr Kehrwert stets kleiner als die
Zahl ist.

h) Es gibt Primzahlen, deren Quadrat
wieder eine Primzahl ist.
(falsche Aussage)

Fiir alle Primzahlen gilt, dass ihr Quadrat
keine Primzahl ist.

Es gibt keine Primzahl, deren Quadrat
wieder eine Primzahl ist.

i) Primzahlen sind stets groRer als 2.
(falsche Aussage)

Es gibt eine Primzahl, die kleiner oder
gleich 2 ist
Nicht alle Primzahlen sind gréRer als 2.

j) Alle Schwane sind weil3.

Es gibt einen Schwan, der nicht weiR ist.
Nicht alle Schwane sind weil3.

k) Es gibt einen Schiiler, der die Note
6 hat.

Es gibt keinen Schiiler, der die Note 6
hat.

Kein Schiler hat die Note 6.

Fir alle Schiler gilt, dass sie nicht die
Note 6 haben.

Welche der folgenden Aussagen sind richtig? Formulieren Sie die nicht sinnvollen Aussagen um.

Losung: Alle Aussagen sind wahr. Bessere Formulierungen:
a) Vonden Zahlen 4, 5 und 6 sind héchstens zwei ungerade.
b) In einem PKW finden héchstens 10 Menschen Platz.
c) Ein Dreieck hat héchstens einen rechten Winkel.

Formulieren Sie nach Moglichkeit folgende Aussagen als Konjunktion in der sprachlichen Form , A

und B“ bzw. als Adjunktion in der sprachlichen Form , A oder B“.
a) Rechtecke sind Parallelogramme und Rhomben sind Parallelogramme.

b) 2 ist groRer 1 und kleiner 2.

c) 7istungerade und 7 ist Primzahl.

d) Fur3-0,2 kann man 0,6 und fur 3-0,2 kann man 6/10 schreiben.

e) Es handelt sich nicht um eine Aussagenverbindung, da der Begriff Scheitelwinkel ein




Relationsbegriff ist.
f)
g)
h)
i)

Bedingungen der Aufgabe.
j) 2 ist gerade und 2 ist eine Primzahl.
k)
1)

Die Sonne scheint und es ist kalt.

Das gesuchte Dreieck ist rechtwinklig oder das gesuchte Dreieck ist gleichschenklig.
Die Losungen der Ungleichung sind entweder groRer als 5 oder kleiner als -1.

Das Bild der Funktiony = 2 x + 1 ist eine Gerade und y ist nicht proportional zu x.
Das Dreieck ABC1 erfiillt die Bedingungen der Aufgabe und das Dreieck ABC2 erfiillt die

Ein Parallelogramm ist ein Trapez und ein Rechteck ist ein Trapez.

10. In der Umgangssprache und z. T. auch in der Mathematik wird die Aussagenverbindung ,A oder B“
verwendet, obwohl ,,entweder A oder B“ gemeint ist. Uberpriife Sie die folgenden Formulierungen.

Aussagenverbindung

logische Form

a) Die Tante kommt am Sonnabend entweder A oder B
oder Sonntag zu Besuch.

b) Zahlen, die auf 0 oder 5 enden, sind entweder A oder B
durch 5 teilbar.

c) Wenn fiir zwei reelle Zahlen a, b gilt A oder B

a-b=0,soista=0oderb=0.

11. Finden Sie moglichst viele verschiedene Formulierungen der folgenden Satze.

Implikation

eine sprachliche Variante

Wenn eine Zahl auf 4 endet, dann ist
sie durch 2 teilbar.

a)

Eine Zahl ist durch 2 teilbar, falls sie auf 4
endet. (s. a. Aufgabe 14)

b) Wenn o und 3 Scheitelwinkel sind,
dann sind sie gleich groR.

Zwei Winkel sind gleich grol3, wenn sie
Scheitelwinkel sind.

c) Wenn zwei Dreiecke kongruent zuei- | Aus der Kongruenz zweier Dreiecke folgt,
nander sind, sind entsprechende dass die entsprechenden Winkel gleich
Winkel gleich groR. grof sind.

d) Wenn eine Zahl kleiner ist als -5, Dass eine Zahl kleiner ist als -5, ist hinrei-

dann ist sie auch kleiner als —3.

chend dafir, dass sie auch kleiner ist als —
3.

12. Formulieren Sie folgende Aussagen als Implikationen.

Aussage Aussage als Implikation

a) Alle geraden Zahlen sind durch 2 teil- | Wenn eine Zahl gerade ist, dann ist sie
bar. durch 2 teilbar.

b) Jedes gleichwinklige Dreieck ist auch | Wenn ein Dreieck gleichwinklig ist, dann
gleichseitig. ist es auch gleichseitig.

c) Jedes Rechteck ist ein Parallelo- Wenn eine Figur ein Rechteck ist, dann ist
gramm. es auch ein Parallelogramm.

d) Winkel, deren Schenkel paarweise Wenn die Schenkel zweier Winkel paar-
senkrecht aufeinander stehen, sind weise senkrecht aufeinander stehen,
kongruent. dann sind sie kongruent zueinander.

e) Dreiecke, die in drei Seiten liberein- Wenn Dreiecke in drei Seiten Uberein-
stimmen, sind kongruent zueinander. | stimmen, dann sind sie kongruent zuei-

nander.

f) Zueinander kongruente Dreiecke sind | Wenn Dreiecke kongruent zueinander
zueinander ahnlich. sind, dann sind sie auch zueinander dhn-

lich.




13. Kreuzen Sie an, ob die Bedingung notwendig oder hinreichend ist.

notwen- | hinrei-
dig chend
a) Dass das Dreieck ABC drei kongruente X dafir, dass es gleichschenk-
Seiten hat, ist lig ist.
b) Die Teilbarkeit einer nattirlichen Zahl X fir die Teilbarkeit dieser
durch 17 ist Zahl durch 34.
c) Die Teilbarkeit einer natirlichen Zahl X fir die Teilbarkeit dieser
durch 26 ist Zahl durch 13.
d) Die Bedingung, dass das Viereck ABCD X dafiir, dass es ein Quadrat
vier kongruente Seiten hat, ist ist.
e) Die Bedingung, dass das Viereck ein X dafiir, dass es ein Parallelo-
Rechteck ist, ist gramm ist.
2 dafir, dass x> + px+q =0
f) Die Bedingung (%j —q=0ist X X eine Doppellésurzmg h:t.

14. Entscheiden Sie, ob die Aussagen 1. bis 6. logisch gleichwertig sind zum Satz:
Wenn eine Zahl durch 4 teilbar ist, so ist sie auch durch 2 teilbar.
Losung: Alle Aussagen sind logisch gleichwertig zum Satz.

Aussage Sprachliche
Variante
1. Eine Zahl, die durch 4 teilbar ist, ist auch durch 2 teilbar. (3)
2. Fir alle Zahlen gilt, ist eine Zahl durch 4 teilbar, so ist sie auch
durch 2 teilbar.
3. Die Teilbarkeit durch 4 ist eine hinreichende Bedingung fiir die (6)
Teilbarkeit durch 2.
4. Die Teilbarkeit durch 2 ist eine notwendige Bedingung fiir die Teil-
. (7)
barkeit durch 4.
5. Jede natirliche Zahl ist durch 2 teilbar, wenn sie durch 4 teilbar ist. (5)
6. Eine Zahlist nur dann durch 4 teilbar, wenn sie durch 2 teilbar ist. (8)

15. In der Umgangssprache wird manchmal die Aussagenverbindung ,,wenn A, dann B“ im Sinne , A
genau dann, wenn B“ verwendet. Bei welchen Formulierungen kénnte dies der Fall sein?
Losung: Dies kdnnte bei allen der Fall sein, wenn auch die Umkehrung (als Kontraposition) als wahr
angesehen wird.

Aussage (Implikation)

Umkehrung

a) Wenn morgen die Sonne scheint, gehe
ich baden.

Wenn die Sonne nicht scheint, gehe ich
nicht baden.

b) Wenn Peter 16 Jahre alt geworden ist,
kann er einen Personalausweis beantra-
gen.

Wenn Peter noch nicht 16 Jahre alt ist, kann
er keinen Personalausweis beantragen.

¢) Wenn Claudia das Abitur geschafft hat,
dann mochte sie studieren.

Wenn Claudia das Abitur nicht geschafft hat,

kann sie nicht studieren.

16. Geben Sie eine andere Formulierung der Aussagen an, bei der die Worte ,,und”, ,,oder”, ,wenn,
dann”, , es gibt” , fir alle” verwendet werden.

a) Die Zahl 24 ist durch 6 und durch 8 aber
nicht durch 7 teilbar.

Die Zahl 24 ist durch 6 und durch 8 und
nicht durch 7 teilbar.

b) Obwohl 2 eine ganze Zahl ist, ist sie

2 ist eine ganze Zahl und 2 ist eine




auch eine gebrochene Zahl. gebrochene Zahl.
c) Die Lésungen der Ungleichung x> >9 Fur alle Losungen der Ungleichung x* >
sind teils groRer als 3 teils kleiner als —3. | 9 gilt: x ist entweder groRer als drei
oder kleiner als - 3.
d) Jedes Quadrat ist auch ein Rechteck. Fir alle Quadrate gilt, dass sie auch
Rechtecke sind.
e) Die Gegenwinkel in einem Parallelo- Fiir je zwei Winkel in einem Parallelo-
gramm sind gleich grof. gramm gilt: Wenn sie Gegenwinkel
sind, dann sind sie gleich grof3.

17. Uberlegen Sie, ob bei den folgenden Sitzen der zweite (bzw. die weiteren) die Umkehrung des
ersten Satzes ist. Ist das nicht der Fall, formulieren Sie eine korrekte Umkehrung.

a)

b)

1) Wenn Peter die Meisterpriifung bestanden hat, bekommt er mehr Lohn.
2) Peter bekommt mehr Lohn, wenn er die Meisterpriifung bestanden hat.

Losung: Es wurde nur die Satzteile vertauscht. Die korrekte Umkehrung miisste heiRen:
Wenn Peter mehr Lohn bekommt, hat er die Meisterpriifung bestanden.

1) Alle Handballspieler der Schule, die ein schlechtes Zeugnis bekommen, missen aus der

Mannschaft ausscheiden.

2) Alle Schiiler der Schule, die ein gutes Zeugnis bekommen, missen in die Mannschaft ein-
treten.

Losung: Es wurde der Inhalt durch Negation der Handlungen geandert. Die korrekte
Umkehrung musste heilen: Alle Handballspieler der Schule, die aus der Mann-
schaft ausscheiden, haben ein schlechtes Zeugnis bekommen.

1) Sind zwei Winkel Stufenwinkel und sind die geschnittenen Geraden zueinander parallel, so
sind die beiden Winkel kongruent.

2) Sind zwei Winkel Stufenwinkel und sind die beiden Winkel kongruent, so sind die ge-
schnittenen Geraden zueinander parallel.

Losung: Es ist eine mogliche Umkehrung.

1) Alle Zahlen, deren Quersumme durch 9 teilbar ist, sind durch 9 teilbar.
2) Durch 9 teilbar sind alle Zahlen, deren Quersumme durch 9 teilbar ist.

Losung: Das ist nur eine Umstellung des Satzes. Die korrekte Umkehrung misste hei-
Ren: Alle Zahlen, die durch 9 teilbar sind, haben eine durch 9 teilbare Quer-
summe.

3) Wenn alle Zahlen durch 9 teilbar sind, so ist deren Quersumme auch durch 9 teilbar.

Lésung: Unsinnige Aussage

4) Alle Zahlen, deren Quersumme nicht durch 9 teilbar ist, sind nicht durch 9 teilbar.

Losung: richtig, es ist die Kontraposition der Umkehrung.

1) Wenn eine Gerade g durch den Mittelpunkt eines Kreises geht, so schneidet sie diesen

Kreis in zwei Punkten.

2) Wenn eine Gerade einen Kreis nicht in zwei Punkten schneidet, so geht sie nicht durch
den Mittelpunkt des Kreises.

Losung: Das ist die Kontraposition des Satzes. Die korrekte Umkehrung misste heiRen:
Wenn ein Kreis durch eine Gerade in zwei Punkten geschnitten wird, dann geht
die Gerade durch den Mittelpunkt des Kreises.

18. Formulieren Sie folgende Aquivalenzen. Verwenden Sie:

bei 1) bis 4) A: Die Zahl ist durch 3 teilbar. B: Die Zahl ist durch 5 teilbar.
bei 5) und 6) A: Eine Zahl ist durch 4 teilbar. B: Eine Zahl ist durch 2 teilbar.
bei 7) x: Primzahl H(x): x ist ungerade.

bei 8) x:reelleZahl H(x): x ist durch 0 teilbar.
bei der Losung die Formulierung: Die folgenden Aussagen sind logisch dquivalent zueinander.



Aufgabe

Die folgenden Aussagen sind logisch dquivalent
zueinander:

1) —|(A AN B) =—Av =B

Die Zahl ist nicht durch 3 und durch 5 teilbar.
Die Zahl ist nicht durch 3 oder nicht durch 5 teilbar.

2) —|(AV B)E—|A/\ - B

Die Zahl ist nicht durch 3 oder 5 teilbar.
Die Zahl ist nicht durch 3 und nicht durch 5 teilbar.

3) -(AAB)=

A —> —B

durch 5 teilbar.

Die Zahl ist nicht durch 3 und durch 5 teilbar.
Wenn die Zahl durch 3 teilbar ist, dann ist sie nicht

4)

AvB =—-A—>B

durch 5 teilbar

Die Zahl ist durch 3 teilbar oder durch 5 teilbar.
Wenn die Zahl nicht durch 3 teilbar ist, dann ist sie

5)

A—>B =-AvB

Wenn eine Zahl durch 4 teilbar ist, dann folgt daraus,
dass sie auch durch 2 teilbar ist.
Eine Zahl ist nicht durch 4 oder durch 2 teilbar.

6)

A > B=—-B —> —A

Wenn eine Zahl durch 4 teilbar ist, dann folgt daraus,
dass sie durch 2 teilbar ist.
Wenn eine Zahl nicht durch 2 teilbar ist, dann ist sie
auch nicht durch 4 teilbar.

7) =V x |H(x)=3 x| H(x)

Nicht fiir alle Primzahlen x gilt dass sie ungerade sind.
Es gibt eine Primzahl x fir die gilt, dass sie gerade ist.

8) —dx|H(kx)=
Vx| = H(x)

teilbar sind.

Es gibt keine reelle Zahl x, die durch 0 teilbar ist.
Far alle reellen Zahlen x gilt, dass sie nicht durch 0

19. Welche der Aussagen B bis K sind logisch dquivalent zu A und welche sind wahr?

A: Peripheriewinkel iber demselben Bogen eines Kreises sind gleich grols.

Lésungen:
A; ... a und B sind Peripheriewinkel in demselben Kreis.
A, ... a und B liegen Uber demselben Bogen eines Kreises.
A; ... Die Scheitel von a und B liegen auf dem Kreis.
A, ... aund B liegen liber gleichlangen Bogen eines Kreises.
As ... a und B sind gleich groR.
Aussagen Logische Struktur wahr | Bezug zur Aus-
sage A

A: Peripheriewinkel iiber demselben Bogen .
eines Kreises sind gleich grol2. Ain A= As 12

B: Wenn a und B Winkel Gber demselben . .

. . . . . inhaltlich ande-
Bogen eines Kreises sind und ihre Scheitel . .
. . . . AAA; D A ja re Formulierung
auf dem Kreis liegen, dann sind sie gleich
des Satzes
grols.
C: Gleichgrolle Peripheriewinkel eines Krei- .
. . . . eine Umkeh-
ses liegen Uiber demselben Bogen eines ANA; DA, nein
. rung von A
Kreises.

D: Wenn a und B Winkel Gber demselben Vernachlassi-
Bogen eines Kreises sind, dann sind sie A, > A nein | gung einer Vo-
gleich groR. raussetzung

E: Winkel sind dann gleich groR, wenn sie sorachliche
Peripheriewinkel Gber demselben Bogen ALAA, 2 A ja P .

. . . Variante von A
eines Kreises sind.

F:  Wenn a und B Peripheriewinkel Gber A AA D A ja Verallgemeine-

6




gleichlangen Bbgen eines Kreises sind, rung von A
dann sind es gleichgroRRe Winkel.

G: Wenn zwei Winkel eines Kreises gleich eine Umkeh-
grol’ sind, so sind es Peripheriewinkel As > A AA, nein rung von F
Uber gleichlangen Bogen.

H: Wenn zwei Winkel eines Kreises nicht
gleich groR sind, dann sind es nicht Peri- . Kontraposition
pheriewinkel tiber demselben Bogen eines | As = = (A A Ay 2 vona
Kreises.

I:  Wenn a und B gleich groR sind und tber
demselben Bogen liegen, dann sind es Pe- . eine Umkeh-
ripheriewinkel eines Kreises, dem dieser As A AL Ag nein rung von A
Bogen angehort.

J: Wenn zwei Winkel nicht tiber demselben
Bogen eines Kreises liegen und nicht Peri- .
pheriewinkel dieses Kreises sind, dann ~AA= A2 = As | nein
sind diese Winkel nicht gleich groR.

K:  Wenn zwei Winkel verschieden groR sind,
dann sind es nicht Peripheriewinkel oder A A v A 9 Kontraposition
sie liegen nicht iiber demselben Bogenei- | /5 7 1V A2 von A
nes Kreises.

20. Welche der Aussagen B bis F sind aquivalent zu A?
logische Aquiva- wahr

Struktur lent zu A

A: Die Mittelsenkrechten eines Dreiecks schneiden

einander in einem Punkt. A—B
B: Wenn Geraden Mittelsenkrechten eines Drei-
ecks sind, dann schneiden sie einander in einem A->B ja ja
Punkt.
C: Wenn Geraden nicht Mittelsenkrechten eines
Dreiecks sind, dann schneiden sie einander nicht | — A > —B nein nein

in einem Punkt.

D: Wenn Geraden einander nicht in einem Punkt
schneiden, dann sind es keine Mittelsenkrech- —-B->—-A ja ja
ten eines Dreiecks.

E: Wenn Geraden einander in einem Punkt schnei-

den, dann sind sie Mittelsenkrechten eines B—>A nein nein
Dreiecks.

F:  Wenn die Mittelsenkrechten eines n-Ecks sich in
einem Punkt schneiden, dann ist das n-Eck ein nein nein

Dreieck.




