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1 Ziele und Entwicklung des Konnens im Arbeiten mit
Funktionen

1.1 Bestandteile des Wissens und K&nnens

Der Entwicklungsprozess des Wissens und Kénnens eines Schiilers! zum Arbeiten mit Funktionen bis
zur Klasse 102 kann in folgende Teilprozesse (Bestandteile des Wissens und Kénnens) untergliedert
werden, wobei Unterschiede im Bildungsgang an Regionalen Schulen (RBG) und an Gymnasien (GBG)
zu beachten sind.

1. Kenntnis von Grundbegriffen
z. B. Funktion; Definitionsbereich; Wertebereich; Argument; Stelle; u. a.

2. Kenntnis der Definition und spezieller Eigenschaften sowie Kénnen im Modellieren von
Sachverhalten zu folgenden Funktionen:
(1) lineare Funktionen, insbesondere direkte Proportionalitat
(2) quadratische Funktionen
(3) Potenzfunktionen, insbesondere umgekehrte Proportionalitat

1 Bei Bezeichnungen von Personen oder Personengruppen sind immer beide Geschlechter gemeint.

2 Die Klasse 10 ist im gymnasialen Bildungsgang bereits die Einfiihrungsphase der gymnasialen Oberstufe.



(4) Exponential- und Logarithmusfunktionen (nur GBG)
(5) Winkelfunktionen

3. Wissen und Kénnen zu Merkmalen von Funktionen
(1) Anderungsverhalten (Monotonieverhalten, Wachstumsverhalten)
(2) Nullstellen
(3) Verhalten im Unendlichen (nur GBG)
(4) Verhalten an Polstellen (nur GBG)
(5) Symmetrieeigenschaften
(6) Einfluss von Parametern auf Eigenschaften und den Graphen der Funktion
(7) Extremstellen und Extremwerte (nur GBG)

4. Konnen im Arbeiten mit Graphen
(1) Arbeit mit einem Koordinatensystem
(2) Skizzieren eines Graphen zu einem Sachverhalt
(3) Lesen und Interpretieren eines Graphen
(4) Vergleichen von zwei Graphen

5. Koénnen im Durchfiihren dynamischer Betrachtungen zu funktionalen Zusammenhangen
(funktionales Denkeni. e. S.)

Die Entwicklung des Wissens und Konnens durchlduft folgende Phasen, die jeweils durch ein
bestimmtes Verhaltnis inhaltlicher und formaler Aspekte charakterisiert sind.

Phase 1: Vorschulische und schulische Entwicklung bis Klasse 4, Propadeutik

In dieser Phase dominieren beispielhafte inhaltliche Betrachtungen. Die Schiilerinnen und Schiiler
erleben in verschiedenen Zusammenhéangen, dass einem mathematischen oder
auBermathematischen Objekt ein anderes zugeordnet werden kann. So kann jeder natiirlichen Zahl
ihr Nachfolger bzw. (aulRer der Zahl Null) ihr Vorganger zugeordnet werden. Sie sollen Zuordnungen
in Sachsituationen erkennen und diese sprachlich sowie in Tabellen darstellen kénnen. Sie lernen
Tabellen kennen, bei denen zu gegebenen Zahlen Terme aus diesen Zahlen gebildet werden sollen.
Im Zusammenhang mit der Arbeit mit GréBen und der Auswertung statistischer Daten stellen sie
funktionale Zusammenhange in Diagrammen dar.

In einfachen Sachsituationen sollen bereits proportionale Zuordnungen untersucht werden.

Insbesondere beim Umgang mit Gréf3en aber auch in der Geometrie stellen die Schiilerinnen und
Schiiler erste dynamische Betrachtungen zu funktionalen Zusammenhangen an.

Phase 2: Orientierungsstufe, Dominanz des inhaltlichen Arbeitens

Mit den geometrischen Abbildungen Spiegelung, Verschiebung und Drehung lernen die Schiilerinnen
und Schiiler Zuordnungen von Punkten in der Geometrie sowie die Begriffe Original und Bild kennen.

Im Zusammenhang mit den Formeln fir Umfang und Flacheninhalt von Figuren kdnnen dynamische
Betrachtungen angestellt werden.

Phase 3: Klassen 7, Ubergang zum formalen Arbeiten

Ein wesentlicher Knotenpunkt in der Entwicklung des Wissens und Kénnens zu Funktionen ist die
Behandlung der direkten und umgekehrten (indirekten) Proportionalitat, die in einigen
Bundeslandern bereits in der Orientierungsstufe erfolgt. Es werden Beitrage zu fast allen inhaltlichen
Aspekten, insbesondere zum 1., 4. und 5. Teilprozess geleistet.

Phase 4: Klassen 8 und 9, Dominanz des formalen Arbeitens



Nach der Einflihrung des Wortes ,,Funktion” und dem formalen Aspekt des Funktionsbegriffs als
eindeutige Zuordnung werden lineare und quadratische sowie im gymnasialen Bildungsgang auch
Potenzfunktionen systematisch behandelt. Die Schiiler lernen fiir jeden Funktionstyp die
wesentlichen Eigenschaften kennen und I6sen neben einigen Anwendungen vor allem formale
Aufgaben.

Phase 5:
Realschulbildungsgang: KI. 10: Dominanz inhaltlicher Aspekte

In dieser Jahrgangsstufe erfolgt im Zusammenhang mit der exemplarischen Behandlung der Potenz-,
Exponential- und Winkelfunktionen sowie der Priifungsvorbereitung eine Systematisierung und
Verallgemeinerung der Kenntnisse und Vorstellungen zu Funktionen. Der Schwerpunkt liegt dabei
auf den inhaltlichen Aspekten des Funktionsbegriffs und des Arbeitens mit Funktionen.

Gymnasialer Bildungsgang: KI. 10: Dominanz inhaltlicher Aspekte, Systematisierung und Erweiterung
der Kenntnisse und der inhaltlichen Vorstellungen zu Funktionen

Die Klasse 10 im gymnasialen Bildungsgang sollte als Einfiihrungsphase der Gymnasialen Oberstufe
neben einer Erweiterung der formalen Kenntnisse zu drei Funktionstypen (Exponential-,
Logarithmus- und Winkelfunktionen) alle behandelten Funktionen aus Sicht von generellen
Merkmalen systematisieren und inhaltliche Vorstellungen zu Grundbegriffen der Analysis
(Monotonie, Grenzwert, Verhalten im Unendlichen, Verhalten an Polstellen, Extremstellen u. a.) in
der Qualifikationsphase entwickeln.

1.2 Ziele der Bildungsstandards

Bildungsstandards fiir den mittleren Schulabschluss 2003 (Realschule, Gymnasium):
Leitidee Funktionaler Zusammenhang
Die Schiilerinnen und Schiiler

— nutzen Funktionen als Mittel zur Beschreibung quantitativer Zusammenhange,

— erkennen und beschreiben funktionale Zusammenhange und stellen diese in sprachlicher,
tabellarischer oder grafischer Form sowie gegebenenfalls als Term dar,

— analysieren, interpretieren und vergleichen unterschiedliche Darstellungen funktionaler
Zusammenhange (wie lineare, proportionale und antiproportionale),

— l6sen realitdtsnahe Probleme im Zusammenhang mit linearen, proportionalen und
antiproportionalen Zuordnungen,

— bestimmen kennzeichnende Merkmale von Funktionen und stellen Beziehungen zwischen
Funktionsterm und Graph her,

— wenden insbesondere lineare und quadratische Funktionen sowie Exponentialfunktionen bei der
Beschreibung und Bearbeitung von Problemen an,

— verwenden die Sinusfunktion zur Beschreibung von periodischen Vorgéngen,

— beschreiben Veranderungen von GrofRen mittels Funktionen, auch unter Verwendung eines
Tabellenkalkulationsprogramms,

— geben zu vorgegebenen Funktionen Sachsituationen an, die mit Hilfe dieser Funktion
beschrieben werden kénnen.



Bildungsstandards fiir den Hauptschulabschluss 2004:
Leitidee Funktionaler Zusammenhang
Die Schiilerinnen und Schiler

— beschreiben und interpretieren funktionale Zusammenhange und ihre Darstellungen in
Alltagssituationen,

— verwenden flr funktionale Zusammenhange unterschiedliche Darstellungsformen,

— unterscheiden proportionale und antiproportionale Zuordnungen in Sachzusammenhangen und
stellen damit Berechnungen an,

— nutzen die Prozentrechnung bei Wachstumsprozessen (beispielsweise bei der Zinsrechnung),
auch unter Verwendung eines Tabellenkalkulationsprogramms,

— nutzen Malstdbe beim Lesen und Anfertigen von Zeichnungen situationsgerecht.



2 Wissen und Konnen zu Grundbegriffen

Zur Ausbildung des Funktionsbegriffs bei Schiilern bis zu seiner expliziten Verwendung

Die Entwicklung der Vorstellungen und Kenntnisse der Schiiler zum Funktionsbegriffs beginnt in der
Grundschule mit der Behandlung von Zuordnungen von gleichmachtigen endlichen Mengen und Zah-
len, von Vorganger und Nachfolger einer Zahl, Vielfachen und Teilern, Berechnungen von Termen in
Tabellenform u. a. Zuordnungen.

In der Orientierungsstufe kdnnen folgende Beitrage zur Ausbildung von Vorstellungen und
Betrachtungsweisen geleistet werden, die zum semantischen Netz des Funktionsbegriffs gehéren:

— Inder Bruchrechnung kdnnen dynamische Betrachtungen zu Briichen erfolgen, indem z. B.
untersucht wird, wie sich der Wert eines Bruches dandert, wenn der Nenner vergrolRert oder

a
verkleinert wird (entspricht Betrachtungen zu Eigenschaften der Funktion —).
X

— Mit den Umfangs-, Flachen- und Volumenformeln zu Quadrat, Rechteck, Wiirfel und Quader
lernen die Schiiler erstmals Gleichungen kennen, mit denen die Abhangigkeit einer GréRe von
anderen beschrieben wird. Mit Ausnahme der Umfangsformel fiir das Quadrat handelt es sich
sogar um Funktionen mit mehreren Veranderlichen. Bei dynamischen Betrachtungen zu diesen
funktionalen Zusammenhangen erleben die Schiler, dass man immer nur eine der GréRen auf
der rechten Seite der Gleichung verandern kann und alle anderen konstant lassen muss.

— Bei der Behandlung der geometrischen Abbildungen erleben die Schiiler, dass in der Mathematik
oft Zuordnungen zwischen Objekten betrachtet werden, bei denen man zwischen Original und
Bild unterscheidet.

In der Klasse 7 werden bei der Behandlung der direkten und umgekehrten Proportionalitdt bereits

viele wesentlichen Merkmale von Funktionen und funktionalen Zusammenhangen angesprochen. Ein

wichtiges Ziel des Stoffgebietes ist die Anbahnung reichhaltiger Vorstellungen und Kenntnisse zum

Funktionsbegriff, die in den folgen Schuljahren aufgegriffen, gefestigt und vertieft werden. Dazu sind

insbesondere Beziehungen zur Betrachtung von Zusammenhangen und Abhdngigkeiten herzustellen.

Die allgemeine mengentheoretische Betrachtungsweise und die Untersuchung von Zuordnungen

auBRermathematischer Objekte, zwischen denen kein kausaler Zusammenhang besteht (z. B. Hauser —

Hausnummern), sollte nur am Rande behandelt werden.

Die Proportionalitat sollte der Ausgangspunkt der weiteren Entwicklung des Funktionsbegriffes mit

seiner expliziten Einfilhrung in der Klasse 8 sein.

Aspekte des Funktionsbegriffs

Es konnen folgende Aspekte (Bedeutungen) des Wortes ,,Funktion” unterschieden werden, die
jeweils zu unterschiedlichen Betrachtungsweisen und Tatigkeiten beim Arbeiten mit Funktionen
fhren.

I. Formaler Aspekt:
Eine Funktion ist eine eindeutige Zuordnung von Elementen einer Menge X zu Elementen einer
Menge Y.

II. Inhaltliche Aspekte:

1. Modellaspekt:
Mit Funktionen kdnnen reale Zusammenhange und Abhangigkeiten zwischen GréRen
beschrieben werden.



2. Kausaler Aspekt:
Mit einer Funktion f kann die Abhangigkeit einer GréRe Y von einer GroRRe X bzw. der
Zusammenhang zwischen zwei GréRen beschrieben werden. Die Abhangigkeit gilt nur
unter bestimmten Bedingungen.

3. Algorithmischer Aspekt:
f(x) ist eine Vorschrift, mit der aus einem Eingabewert x ein Ausgabewert y entsteht. Dies
kann mit dem sogenannten ,,Maschinenmodell” visualisiert werden. (siehe S. 11)

4. Dynamischer Aspekt:
Bei einer Veranderung von x verandert sich auch y.

5. Darstellungsaspekt:
Eine Funktion kann verbal, durch eine Tabelle, ein Pfeildiagramm, einen Graphen oder
eine Gleichung mit zwei Variablen dargestellt werden.

Funktionen als Abhdngigkeiten, Zusammenhange und Zuordnungen

In der Geschichte der Herausbildung des Funktionsbegriffes, die erst im 18. Jahrhundert begann, ging
es zunachst um das Erfassen von Zusammenhangen und Abhéngigkeiten von GréRen durch
geschlossene mathematische Ausdriicke und die Betrachtung von Veranderungen der einen GroRe
bei Veranderung der anderen GréRe (dynamische Betrachtungen). So definierte Leonhard Euler
(1707 - 1783): Eine Funktion einer veranderlichen GréRe ist ein analytischer Ausdruck, der in
beliebiger Weise aus dieser verdanderlichen GréRe und aus Zahlen oder konstanten Grof3en
zusammengesetzt ist.

Erst im Zuge der mengentheoretischen Fundierung der Mathematik im 19. Jahrhundert wurde der
Begriff Funktion als eine spezielle Abbildung bzw. Relation definiert. In der Schule ist es tblich, als
Oberbegriff den Begriff ,Zuordnung” zu verwenden, obwohl es sich nicht um einen definierten
mathematischen Begriff handelt. Durch die mengentheoretische Betrachtungsweise von
GroRBenbeziehungen als Zuordnung von Werten werden allerdings wesentliche Anwendungsaspekte
in den Hintergrund gedrangt. Mit dem Begriff ,Funktion” sollten die Schiiler deshalb eng die
Betrachtung von Zusammenhang bzw. die Abhangigkeiten von GréBen verbinden.

Es sollten bei der Beschreibung von konkreten Zusammenhangen bestimmte Sprechweisen
verwendet werden, so z. B. beim Zusammenhang von Weg und Zeit bei einem Bewegungsvorgang:

e Der zuriickgelegte Weg s hangt von der Zeit t ab.
Die GroRe t heillt unabhangige Variable, die GréRe s heillt abhdngige Variable.

e Der Weg s ist eine Funktion der Zeit t.

e Zwischen den GréRBen Weg und Zeit besteht ein funktionaler Zusammenhang.
Es ist zu beachten, dass aus der Formulierung: "Zwischen den GréRen a und b besteht ein
funktionaler Zusammenhang" nicht abgeleitet werden kann, ob damit gemeint ist, dass a von b
abhédngt oder b von a, was also Definitionsbereich und was Wertebereich des Zusammenhangs ist.

Mit der Formulierung ,,Die GroéRe Y ist ein Funktion der GroRBe X“ kann der Relationscharakter des
Funktionsbegriffes verdeutlicht und eine Beziehung zu Formulierungen in den Naturwissenschaften
hergestellt werden. An geeigneten Stellen sollte herausgestellt werden, dass bei Angabe von
gesetzmaRigen Zusammenhangen die Angabe von Bedingungen notig ist (z. B. s = f(t) = v - t gilt nur,
wenn v konstant ist)

Exemplarisch sollte auch verdeutlicht werden, dass nicht jeder gesetzmallige Zusammenhang durch
eine Funktion beschrieben werden kann (z. B. KérpergroRe — Korpergewicht). In diesen Fallen
handelt es sich um stochastische Zusammenhange.



Als Schreibweisen fiir Funktionsgleichungen sollte sowohl y = ... als auch f(x) = ... bzw. beide zugleich
y = f(x) = ... verwendet werden. Dabei ist zu beachten, dass mit y der Funktionswert bezeichnet wird,
wahrend bei der Schreibweise f(x) der Buchstabe f die Funktion bezeichnet.

Zur Darstellung von Funktionen

Funktionen kénnen dargestellt werden durch eine wortliche Beschreibung, eine Wertetabelle oder
ein Pfeildiagramm, einen Graphen in einem Koordinatensystem oder eine bzw. mehrere Glei-
chungen. Zwischen diesen Darstellungsarten und dem Funktionsbegriff bestehen folgende Beziehun-
gen:

— Zu jeder Funktion kénnen eine Wertetabelle oder ein Pfeildiagramm angegeben werden, die aber
nur endlich viele Werte enthalten. Jede Tabelle und jedes Pfeildiagramm, die eine eindeutige
Zuordnung enthalten, sind eine Funktion.

— Nicht jede Funktion und auch nicht jede Zahl-Zahl-Funktion kann als Graph in einem Koordinaten-
system dargestellt werden. Jede Kurve (als Menge von Punkten) in einem Koordinatensystem, die
mit jeder Parallelen zur y-Achse hochstens einen Punkt gemeinsam hat, kann als Graph einer
Funktion aufgefasst werden.

— Wird eine Funktion in Form einer Gleichung mit zwei Variablen dargestellt, so ist die Funktion die
Losungsmenge der Gleichung.

— Nicht jede Funktion lasst sich in Form einer Gleichung angeben. Jede Gleichung mit zwei Variab-
len, die sich nach einer der Variablen auflosen lasst, kann als Darstellung einer Funktion mit einer
Variablen aufgefasst werden. Gleichungen mit mehr als einer Variablen, die sich nach einer der
Variablen auflésen lassen, kénnen als Darstellung von Funktionen mit mehreren Variablen auf-
gefasst werden.

Zu den Begriffen x-Wert, Argument, Stelle, y-Wert und Funktionswert

Zur Bezeichnung von x-Werten werden die Begriffe Argument und Stelle verwendet. Im gymnasialen
Bildungsgang sollte mit Blick auf die Oberstufe haufiger der Begriff Stelle benutzt werden, wobei aber
folgende Begriffsbeziehungen auszubilden sind:

- Der Begriff Stelle ist starker an die grafische Darstellung der Funktion gebunden. Stellen sind alle
Werte auf der x-Achse.

— Eine Stelle liegt immer auf der x-Achse. Punkte des Graphen oder y-Werte werden nicht als Stel-
len im mathematischen Sinne bezeichnet.

— Eine Stelle ist im Unterschied zur Gblichen Begriffsverwendung im Alltag zur Bezeichnung eines
Ortes kein Punkt auf der x-Achse, sondern nur die x-Koordinate des Punktes. (Dies entspricht der
Bezeichnung der Punkte auf der x-Achse durch Zahlen, obwohl eigentlich Zahlenpaare verwendet
werden miissten.)

- Ein Argument gehort stets zum Definitionsbereich, d. h. jedes Argument ist auch eine Stelle.

- Eine Stelle muss nicht zum Definitionsbereich der Funktion gehéren, d. h. nicht jede Stelle ist ein
Argument. Das sind Stellen, an denen f nicht definiert ist, wie etwa eine Polstelle oder eine andere
Unstetigkeitsstelle.

Die Begriffe y-Wert und Funktionswert sollten synonym verwendet werden. Funktionswerte werden

mit y bzw. mit f(x) bezeichnet, wobei die Variable f die Funktion bezeichnet. Es folgende
Sprechweisen moglich: ,f(x) ist der Funktionswert an der Stelle x.“ oder ,f(x) ist der Wert der
Funktion f an der Stelle x.”



Zu den Begriffen Definitionsbereich und Wertebereich

Bereits vor der expliziten Behandlung von Funktionen wurden die Schiiler bei der Behandlung von
Gleichungen mit dem Problem konfrontiert, dass fir die verwendeten Variablen immer ein
Grundbereich angegeben werden muss. Wird er nicht explizit angegeben, so ist immer der
grofitmogliche Bereich gemeint. Es wurden fiir dieselbe Gleichung bereits verschiedene
Grundbereiche betrachtet. Weiterhin ist den Schilern bekannt, dass die Gleichung fiir alle Werte der
Variable definiert sein muss. Im Zusammenhang mit der Behandlung von Bruchgleichungen und
Wourzelgleichungen wurden entsprechende Betrachtungen zum Definitionsbereich der Terme
eingestellt.

Der Begriff ,Definitionsbereich einer Funktion” sollte in enger Beziehung zu den vorherigen
Betrachtungen und Bezeichnungen bei Termen und Gleichungen in das semantische Netz eines
Schiilers als ,,Menge aller x-Werte, flr die die Funktion definiert ist“ eingeordnet werden.

Das Verstandnis fur den Begriff ,, Wertebereich” fiir die Menge der moglichen Funktionswerte einer
Funktion ist mit dem Problem verbunden, dass aus der Bezeichnung , Werte...” nicht hervorgeht, ob
es sich um x-Werte oder y-Werte handelt. Wahrend Betrachtungen zum Definitionsbereich direkt an
der Funktionsgleichung durchgefihrt werden kdnnen und bei einigen Funktionen (z. B.
Potenzfunktionen mit negativem Exponenten) zur Arbeit mit der Funktion notwendig sind, sind fir
die Bestimmung des Wertebereiches einer Funktion oft Kenntnisse iber die Funktion erforderlich,
teilweise misste sogar eine Kurvendiskussion (z. B. Betrachtungen im Unendlichen) durchgefiihrt
werden.

Die beiden Begriffe Definitionsbereich und Wertebereich, die oft in einem Atemzug genannt werden,
sind also von unterschiedlicher semantischer Relevanz, was einen Teil der Probleme, die Schiler
damit haben, erkldaren kdnnte. Der Begriff Definitionsbereich ist wesentlich wichtiger und sollte
deshalb auch haufiger und eigenstdndig verwendet werden.

Zum algorithmischen Charakter des Funktionsbegriffs

Zum Ermitteln von Funktionswerten, zum Untersuchen der Eigenschaften von Funktionen (zum
Beispiel ob es sich um eine gerade oder ungerade Funktion handelt), fir dynamische Betrachtungen
und weitere Tatigkeiten im Zusammenhang mit Funktionen sind sichere Fertigkeiten im Belegen der
Variablen mit Zahlen oder Termen im Funktionsterm erforderlich. Dazu ist nitzlich, eine Funktion
formal als eine Maschine aufzufassen, die aus einer Eingabe auf bestimmte Weise eine Ausgabe
erzeugt. Man kann in diesem Sinne den Funktionsterm f(x) als einen Befehl ansehen, zu dessen
Ausfiihrung die Variable x in dem Term jeweils durch die Eingabe ersetzt wird. Mit diesen
Betrachtungen kann das formale Arbeiten mit Termen und Funktionen in einem
Computeralgebrasystem vorbereitet werden.

Beispiel: f(x) =3x+5 Befehl: Multipliziere die Eingabe mit 3 und addiere 5

Eingabe: 1 _ 0 (-x)

(x -

w|o
—_

5
3

Verarbeitung: 3:-x+5 3-x+5 3-x+5 3:-x+5 3:x+5

Ausgabe: 8 0 5 -3x+5 3x



Zum Begriff Nullstelle

Die Worter Nullstelle einer Funktion und Schnittpunkt des Funktionsgraphen mit der x-Achse sollten
im semantischen Netz der Schiler eng verbunden sein, obwohl rein formal beides nicht gleichgesetzt
werden kann. Eine Nullstelle ist nur die x-Koordinate des Schnittpunktes des Graphen. Dies muss
nicht Gegenstand langer Diskussionen seien, da die Schiiler bei der Angabe eine Nullstelle ohnehin
nur einen x-Wert angeben. Zudem werden (blicherweise die Punkte auf der x- und der y-Achse nur
mit einer Zahl bezeichnet, da die Achsen als Geraden (Zahlengeraden) aufgefasst werden, die
eindimensional sind (vgl. S. 9).

Bei der Einfiihrung des Begriffs Nullstelle im Rahmen der Behandlung der linearen Funktionen in
Klasse 8 sollte der Begriff gleich allgemein ausgebildet werden, indem auch Funktionsgraphen
anderer Funktionen betrachtet werden. Als Erklarung kénnte die Formulierung verwendet werden,
dass eine Nullstelle der x-Wert des Schnittpunktes des Graphen der Funktion mit der x-Achse ist.
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3  Zum Arbeiten mit Graphen und zu dynamischen
Betrachtungen

Bestandteile des Kbnnens im Arbeiten mit Graphen

Unter dem Kénnen im Arbeiten mit Graphen (grafisches Konnen) wird das Kdnnen im Skizzieren,
Zeichnen und Interpretieren von Graphen verstanden, wobei Graphen grafische Darstellungen von
Funktionen bzw. funktionalen Zusammenhangen in einem Koordinatensystem bzw. in einem
Diagramm sind.

Mit dem grafischen Kdnnen werden auch wesentliche Aspekten des Kénnens im Umgang mit
grafischen Darstellungen von Daten in der Beschreibenden Statistik erfasst, worauf in dieser
Broschiire nicht eingegangen wird.

Das grafische Konnen ist eine Einheit formaler und inhaltlicher Aspekte. Zu seiner Entwicklung
missen folgende Teilhandlungen ausgebildet werden:

a) Lesen und Interpretieren von Graphen

— Erkennen der auf den Achsen dargestellten GrofRen

— Ablesen von zugeordneten x- und y-Werten aus einem Graphen
— Erkennen der Einteilung auf den Achsen

— Schatzen von Anstiegen

— Berechnen von Anstiegen durch tatsachliches oder gedankliches Einzeichnen von Anstiegsdrei-

ecken
— Deuten des Anstieges bei realen Zusammenhangen als Verhéltnis der GroRen
b) Vergleichen von zwei Graphen

inhaltliches und formales Vergleichen von Anstiegen
- gedankliches Entlanggehen auf Parallelen zur x- bzw. y-Achse und deuten der dabei
durchlaufenen Werte
— Verlauf eines Graphen oberhalb oder unterhalb bzw. rechts oder links vom anderen Graphen
deuten
— Deuten der Schnittpunkte der Graphen
c) Zeichnen eines Koordinatensystems

— Zuordnung der GroRen zu den Achsen: Erkennen der abhangigen Grofie

- Festlegen eines Malstabes: dem groRten darzustellenden Wert eine geeignete Lingenangabe

zuordnen
— Auswihlen, Berechnen und Eintragen der Teilbeschriftungen
d) Skizzieren eines Graphen nach einer wértlichen Beschreibung

— Zeichnen eines Koordinatensystems (siehe c))

— Zeichnen ausgewahlter Punkte

- Erkennen der Anderung von y bei Anderung von x

- Erkennen der Anderungsrate und zuordnen eines entsprechenden Anstiegs

- Erkennen der Veranderung der Anderungsrate und Zeichnen einer entsprechenden Kriimmung

Zum Konnen im Durchfithren dynamischer Betrachtungen
Unter dem Koénnen im Durchfiihren dynamischer Betrachtungen zu funktionalen Zusammenhangen
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zwischen zwei Verdanderlichen, wird das Erkennen, Erfassen und Anwenden der Abhangigkeit der
Veranderung einer Veranderlichen von der Veranderung der anderen Veranderlichen verstanden. Es
kénnen folgende Teilhandlungen unterschieden werden:

(1) Erkennen der Verdnderung von y bei Verdanderung von x,
(2) Finden einer Moglichkeit x so zu verandern, dass sich y in gewlinschter Weise dndert,
(3) Erkennen von Sonder- und Grenzfillen.
Beim Arbeiten mit Funktionen spielen dynamische Betrachtungen an vielen Stellen eine zentrale
Rolle, wobei diese Betrachtungen mit unterschiedlichen Bezeichnungen belegt sind.

— Der Standardfall dynamischer Betrachtungen sind Monotoniebetrachtungen zu Funktionen, bei
denen untersucht wird, wie sich die y Werte andern, wenn x wachst. Es handelt sich dabei um
qualitative Betrachtungen, die mithilfe von Ungleichungen beschrieben werden kénnen.

— Um das Anderungsverhalten von Funktionen auch quantitativ zu beschreiben, kdnnen zwei
verschiedene Betrachtungen durchgefiihrt werden. Zum einen untersucht man, wie sichy
andert, wenn x um einen festen Wert (im Spezialfall um 1) wachst. Zum anderen kann man die
Veranderung von y bei der Vervielfachung von x untersuchen.

— Um einen Zusammenhang zwischen der Anderung von y und von x herzustellen, wird die
(mittlere) Anderungsrate einer Funktion betrachtet, das heit der Quotient aus dem Zuwachs
von y und dem Zuwachs von x. Die Anderungsrate wird auch als Differenzenquotient bezeichnet.
Das erste Mal lernen die Schiiler diese Betrachtung beim Anstieg einer linearen Funktion kennen.
In der gymnasialen Oberstufe wird diese Betrachtung dann zur Definition der Ableitung einer
Funktion an einer Stelle als MaR fiir die lokale Anderungsrate weitergefiihrt.

— Anstelle von Anderungsverhalten spricht man auch vom Wachstumsverhalten einer Funktion.
Das Wort ,,Wachstum” wird in diesem Zusammenhang in zwei Bedeutungen verwendet. Zum
einen wird es sowobhl fiir positive und negative Anderungen der Funktionswerte verwendet und
ist damit synonym zum Wort Anderung. Insbesondere bei zeitabhidngigen Zusammenhingen wird
nur von Wachstum gesprochen, wenn die Funktionswerte gréRer werden. Nehmen die
Funktionswerte ab, spricht man von Abnahme bzw. Zerfall. Dies betrifft insbesondere
Zusammenhange die durch Exponentialfunktionen beschrieben werden. (vgl. S. 51)

Dynamische Betrachtungen lassen sich auch an weiteren Stellen im Mathematikunterricht

durchfihren. Beispiele sind unter anderem:

— Betrachtungen zu Rechenoperationen, die eine Grundlage fiir propadeutische
Grenzwertbetrachtungen sind (vgl. S. 60 ff)

— Betrachtungen zu beweglichen Figuren in der Geometrie,

— Untersuchung von proportionalen Zusammenhangen als Spezialfall der Untersuchung linearer
Funktionen,

- Betrachtungen zur Ahnlichkeit von Figuren als Spezialfall der Untersuchung von Potenzfunktionen.
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4  Zum Arbeiten mit proportionalen und umgekehrt
proportionalen Zusammenhangen

Zur direkten Proportionalitat

Durch die direkte Proportionalitdat kbnnen Zusammenhange zwischen zwei GroRen beschrieben
werden. In der folgenden Ubersicht sind Merkmale solcher Zusammenhinge dargestellt. Jedes
Merkmal kann zur Definition der direkten Proportionalitdt verwendet werden.

1. Je gréfSer die Werte der einen GroRe, desto Anzahl von Brétchen Preisin €
gréfier werden die der anderen GroRe.
1 0,25
Wird der Wert einer GroRe verdoppelt, so o} é:' E» $2
verdoppelt sich auch der zugehorige Wert >2 0,50
der anderen Grolie. 3 075
k: Preis pro
2. Alle Quotienten einander zugeordneter Anzahl von
Werte sind gleich. Der Quotient entspricht Brétchen Preisin € Brétchen
dem Proportionalitatsfaktor k. in€
(Quotientengleichheit) 1 0.25 0.25
2 0,50 0,25
3 0,75 0,25
Anzahl der Brotchen Preisin €
3. Der Wert der zugeordneten Grofe ist Kk
immer das gleiche Vielfache des Wertes 1 > 0,25
der ersten GrolRe. 2 -k 050
Der stets gleiche  Faktor  heiRt 3 k 0.75

»
»

Proportionalitatsfaktor k. Es gilt die
Gleichungy = k- x.

4. Das Verhaltnis von 2 Werten der einen
i . . re 2 _ 0,50€ _ 50ct
GroRe ist gleich dem  Verhaltnis 3= 075€ — 75ct
entsprechender Werte der anderen GroRe.

Preisin€ ,

5. Wird der Zusammenhang graphisch 1 | X
dargestellt, so liegen alle Punkte auf einer
Geraden, die durch den 0,75 + X
Koordinatenursprung verlauft und nicht 0,50 | X
mit den Achsen zusammenfallt.
0,25 T «x

0 1 2 3 4 Anzahl
[ )

Ill

Es sollte in der Regel die Bezeichnung ,,proportional” verwendet, d. h. auf den Zusatz ,,direkt”
verzichtet werden. Dies entspricht dem Ublichen Sprachgebrauch in der Mathematik, den
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Naturwissenschaften und dem spateren Mathematikunterricht. Auf das Zeichen ~ kann auch
verzichtet werden, da es zu Verwechslungen fiihren kann (rund, dhnlich) und nicht unbedingt
bendtigt wird.

Die dynamischen Betrachtungen zur Veranderung einer GrolRe beim Verdoppeln, Halbieren usw. der
anderen GrolRe (Merkmal 1) sind bei ganzzahligen Werten fir die Schiiler inhaltlich gut zu verstehen
und kdnnen zum Nachweis der Proportionalitdt verwendet werden. Sie sind innermathematisch fiir
das Verstandnis des Dreisatzes wichtig, der auch eine Moglichkeit fiir die Berechnung von interes-
sierenden Werten ist.

Aus fachiibergreifender Sicht sollte die Konstanz (Gleichheit) eines bestimmten Verhaltnisses als ein
wesentliches Merkmal eines proportionalen Zusammenhangs herausgestellt werden (Merkmal 2). Als
Verhaltnis wird dabei der Bezug einer Grol3e auf eine Einheit der anderen angesehen, was die
Formulierung ,,pro”“ zum Ausdruck bringt. (z. B. Preis pro Kilogramm, Verbrauch pro 100 km, Weg pro
Stunde). Dies muss nicht allgemein formuliert, sondern kann an Beispielen verdeutlicht werden.

Analog zu den Bedingungen eines gesetzmaRigen Zusammenhangs in den Naturwissenschaften ist
die Konstanz des Proportionalitatsfaktors eine Bedingung fiir die Proportionalitat des
Zusammenhangs.

Beispiele:

- Der Preis fur ein Getrank ist proportional zur Anzahl der Flaschen, wenn sich der Preis pro Flasche
nicht andert, unabhéangig wie viel man kauft.

- Der Preis fur ein Waschmittel ist nicht proportional zur gekauften Menge, da der Preis pro
Kilogramm bei groReren Verpackungen geringer ist.

- Der Weg ist proportional zu der gefahrenen Zeit, wenn die Geschwindigkeit konstant bleibt.

- Der Fahrpreis eines Taxis ist nicht proportional zur Kilometerzahl, da der Preis pro Kilometer
wegen eines festen Grundpreises nicht gleich bleibt.
Wenn sich die Gleichheit des Verhaltnisses der GroRen nicht aus dem Sachverhalt ergibt oder noch
Uberprift bzw. erst gefunden werden muss, miissen die Quotienten der zugeordneten Werte der
GroRen ermittelt werden. Die so iberpriifte Quotientengleichheit dient also zum Nachweis der Pro-
portionalitdt und kann dann zur Berechnung fehlender Werte der zugeordneten GréRe genutzt
werden. Weiterhin kann der Proportionalitatsfaktor in einigen Fallen als neue GroRe interpretiert
werden (z.B. als Geschwindigkeit, Leistung)

Das Merkmal 3 kann in vielen Fallen ebenfalls gut zur Feststellung der direkten Proportionalitat
verwendet werden. Es bereitet das Arbeiten mit Funktionsgleichungen vor und ist fiir die Anwendung
der Proportionalitdt im Physikunterricht von Bedeutung. Dort werden proportionale
Zusammenhange meist durch Formeln ausgedriickt (m =p -V, s = v - t). Inhaltlich |asst sich das
Merkmal weniger gut aus dem Sachverhalt ableiten, als die Merkmale 1 und 2. Es setzt zudem die
Bestimmung des Proportionalitatsfaktors voraus, der oft nicht gegeben ist.

Das Verstandnis fir die Gleichheit von Verhéltnissen aus je einer GréRBenart (Merkmal 4) ist fur
Schiiler schwer zu verstehen. Es kann flir den Nachweis der Proportionalitdt genutzt werden, sollte
aber wegen des sehr formalen Charakters nicht weiter betrachtet werden.

Grafische Darstellungen (Merkmal 5) dienen der Vorbereitung des grafischen Kdnnens beim Arbeiten
mit Funktionen und festigen die Fahigkeiten der Schiiler beim Arbeiten mit Koordinatensystemen.
Dieses Merkmal sollte daher oft in die Betrachtungen zur Proportionalitadt eingeschlossen werden,
wobei darauf zu achten ist, dass in vielen Anwendungsbeispielen diskrete Werte wie z.B. Anzahlen
benutzt werden, bei denen im Koordinatensystem nur Punkte gezeichnet werden dirfen. Die
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Gerade, auf der die Punkte liegen, ist nur ein gedankliches Objekt, das nicht eingezeichnet werden
sollte.

Zum Verhaltnisbegriff

Die Proportionalitat ist eng mit dem Verhaltnisbegriff verbunden. Es muss zwischen Verhaltnissen
von Werten der gleichen GréRe (MaRstab, Mischungsverhaltnis, Chancenverhaltnis, Verhaltnis von
Anzahlen) und dem Verhiltnis verschiedener GréRen, das beim Proportionalitatsfaktor Anwendung
findet, unterschieden werden.

In beiden Fallen bedeutet Proportionalitat, dass zwei und mehr Verhaltnisse gleich sind. Damit wird
in diesem Stoffgebiet auf die Bruchrechnung aufgebaut, in der Briiche in verschiedenen
Darstellungen als Anteile, Verhaltnisse oder Quotienten gedeutet wurden.

Bei aller Schwierigkeit des Verhaltnisbegriffes und der altersbedingten Probleme im proportionalen
Denken kann auf diesen mathematisch wichtigen und praktisch bedeutsamen Begriff nicht verzichtet
werden. Es bietet sich an, im Anschluss an seine Einflihrung in der Bruchrechnung eine weitere
Etappe seiner Entwicklung im Stoffgebiet Proportionalitat zu konzipieren, bei der besonders
dynamische Betrachtungen und der Nachweis der Gleichheit von Verhaltnissen im Sinne von
Quotienten einander zugeordneter Werte zweier verschiedener GrofRen im Vordergrund stehen. In
diesem Fall bedeutet der (ausgerechnete) Wert des Verhaltnisses der Zahlenwerte der GroRen, wie
viel von der Grof3e im Zahler einer Einheit der GrofSe im Nenner entspricht. Dies wird durch die
Verwendung der Formulierung ,,pro“ zum Ausdruck gebracht. Durch das Verhéltnis wird praktisch
eine Normierung der einen GrolRRe in Bezug auf die andere vorgenommen.

Dynamische Betrachtungen erfordern kein proportionales Denken, da keine Verhéltnisse verglichen
werden. Sie stellen eine inhaltliche Grundlage fiir die Prozentrechnung und fiir das funktionale
Denken dar. Da sie sowohl fiir den schnellen Umgang mit vorliegenden Wertepaaren in der Praxis,
flr das Verstandnis der direkten Proportionalitat als auch fir die Dreisatzrechnung von Bedeutung
sind, sollte diese Art der Bildung, Berechnung und Interpretation von Verhaltnissen als sichere
Grundfertigkeit ausgebildet werden.

Das Vergleichen von Verhaltnissen unterschiedlicher GréBen und damit das Arbeiten mit
Verhaltnisgleichungen sollte nur am Rande behandelt werden, da es inhaltlich verzichtbar ist und auf
grolRe Verstandnisschwierigkeiten stoRt. Bei der notwendigen Reaktivierung der Proportionalitdt in
der 9. und 10. Klasse sollte eine entsprechende Erweiterung erfolgen.

Zur umgekehrten Proportionalitat

Anstelle der Bezeichnung umgekehrte Proportionalitdt wird in Schulblichern auch die Bezeichnung
»indirekte Proportionalitdt” oder Antiproportionalitdt” verwendet. Wir empfehlen, das Begriffspaar
proportional - umgekehrt proportional zu verwenden. Mit den Bezeichnungen ,,indirekt“ und , Anti...“
kénnen fehlerhafte Gedankenverbindungen beim Schiiler entstehen.

Die wesentlichen Merkmale der umgekehrten Proportionalitadt sind im Folgenden analog zu denen
der direkten Proportionalitat dargestellt:



15

1. Je gréfier die Werte der einen Grofie, Anzahl Kat Anzahl der Tage, flr
desto kleiner werden die der anderen nzahivon Ratzen die das Futter reicht
GroRe.

1 18
Wird der Wert einer GroRe verdoppelt, N, = ? 12
halbiert sich auch der zugehorige Wert §>2 9
der anderen GroRe. 3 6

2. Alle Produkte einander zugeordneter Produkt P:
Werte sind gleich. (Produktgleichheit) Katzen Tage Futtervorrat in

Tagesrationen

1 18 18
2 9 18
3 6 18
3. Der Wert der einen GréRe ist immer das Katzen Tage
Produkt aus einer Konstanten (dem
Produkt der beiden GrofRen) und dem 1 18
Kehrwert der anderen GroRe ist. 1
2 9=18: =
1 2
Es gilt allgemein die Gleichungy =P - X
& g &Y 3 6=18: =
4. Das Verhaltnis von 2 Werten der einen 2_6
GroRe ist gleich dem umgekehrten 3 9
Verhdltnis entsprechender Werte der 2 050€ 50ct
anderen GroRe. 3 075€  75ct
Tage A
20 | X
5. Wird der Zusammenhang graphisch
dargestellt, so liegen alle Punkte auf einer 15 |
gekrimmten Linie, die nicht die Achsen 10
berihrt. T X
5 | X X

0 1 2 3 4 Katzen

Analog zu der direkten Proportionalitdt sollten im Unterricht dynamische Betrachtungen zu den
Werten der GréRen angestellt werden (Merkmal 1), wodurch sich auch die Bezeichnung
,umgekehrte Proportionalitdt” erschlieft. Damit kann als erster Schritt festgestellt werden, ob es
sich um einen umgekehrt proportionalen Zusammenhang handelt. Allerdings eignen sich diese
Betrachtungen dann oft nicht so sehr fiir die Berechnung fehlender GrofRen, da die Schiiler bei der
Anwendung der ,,umgekehrten“ Rechnung sehr schnell durcheinander kommen kénnen.
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In den meisten Fallen geht es bei Aufgaben zur umgekehrten Proportionalitdt um den
Zusammenhang zwischen drei GroRRen, wobei eine das Produkt der beiden anderen ist und konstant
bleibt. Deshalb ist es zur Berechnung des gesuchten Wertes meist am giinstigsten, auch hier die
Frage zu beantworten ,Was bleibt gleich?“, d. h. die Produktgleichheit zu verwenden (Merkmal 2).

Die Bedeutung des Produktes muss allerdings in den meisten Fallen erst aus dem Sachverhalt
erschlossen werden, da in der Regel nur die zwei sich dndernden GroRRen gegeben sind. Bei
Sachverhalten zur umgekehrten Proportionalitdt handelt sich meist um einen der in den folgenden
Beispielen genannten Typen.

Auch bei umgekehrt proportionalen Zusammenhangen zwischen GrolRen sind die Bedingungen zu
beachten, unter denen ein solcher Zusammenhang nur gilt. Sie werden oft nicht genannt bzw. nicht
beachtet, wodurch die Aufgaben oft wenig realistisch sind.

Beispiele:

(1) Abhangigkeit der Zeit fiir einen bestimmten Weg bei verschiedenen gleichformigen
Geschwindigkeiten: Das Produkt aus Zeit und Geschwindigkeit ist der konstante Weg.

(2) Abhangigkeit des Geldbetrages, den eine Person erhalt, wenn ein Betrag gleichmaRig auf eine
unterschiedliche Anzahl von Personen aufgeteilt wird:
Das Produkt aus dem Geldbetrag fiir eine Person und der Anzahl der Personen ergibt den
aufzuteilenden Betrag.

(3) Abhangigkeit der Zeit, die flr die Verrichtung einer bestimmte Arbeit durch Menschen oder
Maschinen erforderlich ist (z. B. Pflastern eine StralRe, Madhen eines Feldes, Fillen eines
Wasserbeckens), von der Anzahl der zur Verfligung stehenden Menschen bzw. Maschinen:

Das Produkt der beiden GréRen entspricht der insgesamt zu verrichtenden Arbeit (z. B.
Arbeitsstunden, Mahdreschertage, Pumpstunden).

Dabei wird in Aufgabenstellungen oft nicht beachtet, dass umgekehrte Proportionalitdt nur bei
bestimmten Bedingungen vorliegt, z. B. wenn alle Menschen bzw. Maschinen die gleiche
Arbeitsleistung erbringen und sich gegenseitig nicht behindern.

(4) Tage, die ein bestimmter Vorrat (z. B. Futtervorrat) reicht in Abhangigkeit von der Anzahl der
davon zu versorgenden Lebewesen (z. B. Pferde):
Das Produkt aus beiden GréRen ist die Anzahl der vorhandenen Tagesrationen fiir ein
Lebewesen. Auch hier muss vorausgesetzt werden, dass alle Lebewesen jeden Tag die gleiche
Tagesration verbrauchen.
Bei diesen Aufgaben ist es sinnvoll, direkt die Gleichheit der Produkte zweier GréfRen zu untersuchen,
seine inhaltliche Bedeutung zu erschlieRen und die jeweils gesuchte GréRe aus dem konstanten
Produkt durch Division zu berechnen.

Da das Arbeiten mit den Merkmalen 3 und 4 im Vergleich zur direkten Proportionalitdt noch
schwieriger ist und inhaltliche Bezlige zum Sachverhalt kaum noch ersichtlich sind, sollte auf die
Verwendung dieser Merkmale zur Charakterisierung der umgekehrten Proportionalitat verzichtet
werden.

Bei der umgekehrten Proportionalitdt handelt es sich um einen nichtlinearen Zusammenhang. Die
Funktion f(x) = a - x* wird erst im Rahmen der Potenzfunktionen in der 9. oder 10. Klasse als
Spezialfall behandelt. Die Kenntnisse Uber die funktionale Charakterisierung und die grafische
Darstellung dieser Funktion werden im Unterschied zur linearen Abhangigkeit im Falle direkter
Proportionalitat im folgenden Mathematikunterricht also kaum bendtigt.
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Zum Losen von Sachaufgaben zur Proportionalitat

Bei allen entsprechenden Sachaufgaben muss zunachst die Art des Zusammenhangs zwischen den
GroRen untersucht werden. Dazu gibt es zwei verschiedene Moglichkeiten. Man kann zum einen
einander zugeordnete Wertepaare betrachten und sich fragen: "Was bleibt gleich, der Quotient oder
das Produkt der beiden GroBen?" Die zweite Moglichkeit ware die Durchfiihrung dynamischer
Betrachtungen. Diese sollten generell mit der Frage beginnen: "Wie andert sich die eine GréRe bei
Anderung der anderen?“ Diese dynamischen Betrachtungen sollten zunichst qualitativ erfolgen,
indem Formulierungen der Form ,Je ... desto ...“ verwendet werden. Diese Betrachtungen zur
Monotonie sind zur Feststellung des Zusammenhanges notwendig aber nicht hinreichend und
missen deshalb durch quantitative dynamische Betrachtungen der folgenden Art erganzt werden:
"Wie andert sich die eine GréRe, wenn ich die andere verdopple oder halbiere?” Diese beispielhaften
quantitativen Uberlegungen sollten als hinreichende Kriterien angesehen werden.

Es sollte darauf verzichtet werden, eine vollstdandige Orientierungsgrundlage zum Losen der
Sachaufgaben zu vermitteln, die samtliche Moglichkeiten und Einzelschritte fir das Losen von
Sachaufgaben zur direkten und indirekten Proportionalitat erfasst. Eine solche Handlungsvorschrift
ware auf Grund des begrenzten Aufgabenfeldes zwar moglich, ist aber nicht zweckmaRig, da die
Vorschrift infolge der zahlreichen Verzweigungen sehr uniibersichtlich ist, der Eindruck entsteht, dass
das Lésen von Sachaufgaben zur Proportionalitat nach Vorschrift erfolgen kann und von den
verschiedenen Losungsmoglichkeiten nur eine genannt werden kann.

Die Orientierungen zum Lésen von Aufgaben zur Proportionalitat sollten in die allgemeinen Schritte
zum Losen von Sachaufgaben, die die Schiiler aus dem bisherigen Unterricht kennen, eingeordnet
werden. Dazu sollten spezielle Hinweise zum Finden von Losungsideen gegeben werden.

Zur Verwendung des Dreisatzes

Sachaufgaben zur direkten Proportionalitat sollten vor allem mit dem Dreisatz gel6st werden. Die
Anwendung des Dreisatzes bzw. das so genannte isomorphe Schliefsen beim Losen von Sachaufgaben
ist eine elementare und grundlegende Lésungsmethode, die den Schiilern bereits aus der
Grundschule bekannt ist (dort oft als SchlieRen von einer Vielheit auf eine andere Vielheit
bezeichnet). Sie sollte durch die Schiiler im Stoffgebiet Proportionalitdt wiederholt und sicher
angeeignet werden. Das Arbeiten mit dem Dreisatz sollte deshalb méglichst bereits zu Anfang des
Stoffgebietes eingefiihrt und im Laufe seiner Behandlung standig gefestigt werden.

Das allgemeine Vorgehen bei der Anwendung des Dreisatzes, das auch fiir andere Stoffgebiete (z. B.
Prozentrechnung) von Bedeutung ist, besteht in folgenden Schritten:

— Der so genannte erste Satz bedeutet ein Ausgehen vom Gegebenen (Vorwartsarbeiten) und stellt
die Beziehung zwischen einem gegeben GréRenpaar dar.

— Der wesentliche Gedanke des zweiten ,Satzes” besteht in der Riickflihrung auf eine Einheit einer
der GroRen (bzw. eines geeigneten Vielfachen dieser Einheit). Dabei orientiert man sich im Sinne
eines zielgerichteten Arbeitens an der GréRe, von der zwei Werte bekannt sind und auch an dem
konkreten dritten Wert.

— Der dritte ,Satz” beinhaltet den Ubergang von der ermittelten Einheit der einen GréRe (und dem

ihr zugeordneten Wert der anderen GréRe) zu einem bestimmten Vielfachen dieser GroRe.
Sachaufgaben zur umgekehrten Proportionalitat sollten mdglichst nicht mit dem Dreisatz gelost
werden, sondern durch Betrachtung des Produktes der beiden GréRen.
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5 Zum Arbeiten mit linearen Funktionen

Zur Einfiihrung der Bedeutung des Wortes ,,Funktion” in der Mathematik

Unmittelbar vor der Behandlung der linearen Funktionen in Klasse 8 wird mit den Schiilern die
Bedeutung des Wortes ,,Funktion” in der Mathematik erarbeitet. Dabei sollte an die bisherige
Entwicklung der inhaltlichen Vorstellungen zum Funktionsbegriff in den Entwicklungsphasen 1 —3
(vgl. S. 5/6) angeknlipft werden.

Es sollte deshalb vor den linearen Funktionen in einem entsprechenden zeitlichen Umfang eine
moglichst aspektreiche Ausbildung des Funktionsbegriffs beim Schiiler erfolgen (vgl. Kap. 2), wobei
insbesondere an die Entwicklungsphase im Zusammenhang mit der Behandlung der direkten und
umgekehrten Proportionalitdt angeknlipft werden sollte.

Zur Ankniipfung an das Wissen und Kénnen zur Proportionalitat

Direkt proportionale Zusammenhadnge kénnen mit Gleichungen der Formy=mxmitm >0 undx >0
beschrieben werden. Um eine enge Verbindung zum Wissen und Kénnen der Schiiler zur
Proportionalitdt herzustellen, sollte im Unterschied zur (iblichen Vorgehensweise in vielen
Schulblichern bei der Behandlung der Funktion y = mx zundchst eine Beschrankung auf m >0
vorgenommen werden. Eine Funktion y = mx mit m < 0 kann nicht als proportionaler Zusammenhang
angesehen werden, da mit wachsendem x die y-Werte kleiner werden. Es gibt weiterhin kaum
praktische Beispiele fir Zusammenhange, die durch eine Gleichung y = mx mit m < 0 beschrieben
werden kdnnen. Negative Anstiege sind aus Sicht der Anwendungen erst bei Funktionen mit der
Gleichung y = mx + n sinnvoll. AuRerdem kann so eine schrittweise Steigerung der Anforderungen
erfolgen.

Zur grafischen Darstellung von linearen Funktionen

Die grafische Darstellung linearer Funktionen sollte vor allem unter Verwendung der Bedeutung des
Anstiegs erfolgen, um die Schiiler an dynamische Betrachtungen zu gewohnen. Dazu muss der Begriff
des Anstiegsdreiecks allgemein und sicher angeeignet werden. AuBer den oft verwendeten
dynamischen Begriffen Anstieg, wachsen und fallen, sollten zur sprachlichen Vielfalt auch die syn-
onymen Begriffe Steigung, steigen, vergroRRern, groRer werden, kleiner werden, verringern oder
sinken verwendet werden.

Zum Begriff der linearen Funktion

Oft wird die Funktion y = n als Spezialfall einer linearen Funktion angesehen. Dies ist aus fachlicher
Sicht nicht gerechtfertigt. Die linearen Funktionen sind ein Spezialfall der Polynomfunktionen. Die
Gleichung einer Polynomfunktion (bzw. eines Polynoms oder einer ganzrationalen Funktion) n-ten
Grades lautet. y = apx" + an1 X" + ... a1x + ap mit a;, x € R und a, # 0. Eine Funktion mit der Gleichung
y =mx + nist ein Polynom 1. Grades, wenn m # 0 ist. Die Funktion y = n ist ein Polynom 0. Grades.

Auch bei einer quadratischen Funktion mit der Gleichung y = ax* + bx + ¢ mit x € R (einem Polynom 2.
Grades) muss a # 0 vorausgesetzt werden, d. h. eine lineare Funktion ist auch kein Spezialfall einer
quadratischen Funktion.

6 Zum Arbeiten mit quadratischen Funktionen

Beschreibung von Zusammenhangen durch quadratische Funktionen
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Flr quadratische Funktionen gibt es im Unterschied zu den linearen Funktionen viel weniger Zusam-
menhange zwischen GroRen, die in flir Schiler verstandlicher Weise beschrieben werden kénnen.
Das Hauptanwendungsfeld sind neben den Formeln zur Berechnung des Flacheninhalts von
Quadraten und Kreisen die beschleunigten Bewegungen, die im Physikunterricht systematisch aber
erst in der 10. Klasse behandelt werden.

Trotzdem sollten exemplarisch gegebene Daten (Messreihen) zu quadratischen Zusammenhéngen
bei Bewegungsvorgangen untersucht und durch quadratische Funktionen modelliert werden.

Zur Reihenfolge der Behandlung von quadratischen Gleichungen und quadratischen
Funktionen

Die quadratischen Gleichungen sollten aus folgenden Griinden vor den quadratischen Funktionen
behandelt.

— Auf diese Weise kann die Eigenstandigkeit der Entwicklung des Kbnnens im Losen von
Gleichungen starker hervorgehoben werden. Der mathematische Bezug zu den quadratischen
Funktionen kann auch nach deren Behandlung erarbeitet werden.

— Inder Kl. 8 wurden auch zuerst die linearen Gleichungen und dann die linearen Funktionen
behandelt. Es sollte in KI. 9 eine moglichst weitgehende Analogie zwischen der Behandlung der
Gleichungen bzw. Funktionen angestrebt werden.

— Das Lésen quadratischer Gleichungen ist einfacher als die Bearbeitung der oft komplexen
Probleme im Zusammenhang mit quadratischen Funktionen.

— Durch die Behandlung quadratischer Gleichungen kdénnen einige Elemente bei der Behandlung
guadratischer Funktionen vorbereitet werden (Diskriminante, quadratische Ergdnzung,
Nullstellenberechnung). Die Zusammenhange zwischen quadratischen Gleichungen und
guadratischen Funktionen kdnnen dann im Zusammenhang mit der Berechnung von Nullstellen
der quadratischen Funktionen erarbeitet und auch in den gemischten Ubungen gefestigt.

Zur Bestimmung der Koordinaten des Scheitelpunktes quadratischer Funktionen aus der
Normalform

Zur Bestimmung der Scheitelpunktskoordinaten aus der Normalform gibt es drei Mdoglichkeiten:

(1) Uberfiihrung in die Scheitelpunktsform mithilfe der quadratischen Ergédnzung

(2) Verwenden der allgemeinen Formeln zur Berechnung der Koordinaten

(3) Berechnen der x-Koordinate mit dem Term —g und der y-Koordinate als Funktionswert f(—% ).

Die erste Moglichkeit sollte nicht verwendet werden, da bei der Behandlung quadratischer Gleichun-
gen keine Fertigkeiten im Bestimmen der quadratischen Ergdanzung ausgebildet wurden und die
Rechnungen zudem sehr fehleranfallig sind.

Wenn ein Tafelwerk zur Verfligung steht, konnen die allgemeinen Formeln verwendet werden, was
in Vorbereitung der Abschlussprifungen sinnvoll ist.

Am einfachsten ist die Verwendung der dritten Moglichkeit. Die Berechnung des Term —% ist bei der

Losungsformel fir quadratische Gleichungen gelibt worden. Der Zusammenhang mit der Losungsfor-
mel ist grafisch leicht einsichtig, wenn die Nullstellen existieren und die Berechnung von Funktions-
werten ist ohnehin eine notwendige Grundhandlung.
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Die dritte Moglichkeit ldsst sich auch auf den Fall der allgemeinen Form einer quadratischen Funktion
Ubertragen. Die x-Koordinate des Scheitelpunktes ist in diesem Fall —% . Bei Anwendung dieser

Vorgehensweise sollte zuerst die Nullstellenberechnung vorgenommen werden. Die dabei zu

berechnenden Terme —g bzw. —2%1 kénnen dann als x-Koordinate des Scheitelpunktes verwendet

werden.
Beziehungen von linearen und quadratischen Funktionen

Bei der Behandlung der quadratischen Funktionen kénnen folgende Gemeinsamkeiten und
Unterschiede zu linearen Funktionen betrachtet werden. Damit kdnnen die Kenntnisse der Schiiler zu
Eigenschaften von Funktionen wie z.B. der Einfluss von Parametern auf den Graphen systematisch
entwickelt werden.

- Die Graphen beider Funktionen sind besondere geometrische Linien (Kurven), die einen eigenen
Namen haben (Gerade bzw. Parabel). Mit den Funktionsgleichungen kénnen deshalb auch diese
Kurven beschrieben werden.

- Inden Funktionsgleichungen treten neben den Variablen x und y weitere Variable auf, die
Parameter heilRen. Bei linearen Funktionen sind dies m und n und bei quadratischen a, b, c, d, e,
p und g. Von ihnen hangt der Verlauf der Graphen ab.

- Es gibt eine Normalparabel, aber keine ,,Normalgerade®, da alle Graphen linearer Funktionen die
gleiche geometrische Form haben. Bezliglich der Lage im Koordinatensystem spielt aber der
Graph vony = x die Rolle einer ,Normalgerade”, da sich alle anderen Graphen der linearen
Funktionen durch Verschieben oder Strecken/Stauchen aus dieser Geraden ergeben.

- Der Parameter m bewirkt wie der Parameter a eine Streckung bzw. Stauchung des Graphen
beziiglich der x-Achse.

- Unterscheiden sich die Anstiege m und die Parameter a je zweier linearer bzw. quadratischer
Funktionen y = mx und y = ax? nur um das Vorzeichen, gehen die Graphen der Funktionen durch
Spiegelung an der x-Achse auseinander hervor.

- Die Parameter n und e (in y = x*> +e) haben die gleiche Bedeutung. Sie geben die Richtung und
Weite der Verschiebung bezlglich der y-Achse an.

- Im 1. Quadranten gilt fir beide Funktionen bei positivem m und positivem a: Wenn x wachst,
wachst auch y. Allerdings ist bei konstantem Zuwachs von x der Zuwachs von y bei einer linearen
Funktion auch immer konstant, wahrend er bei einer quadratischen Funktion umso groRer ist, je
groRer der Ausgangswert von X ist.
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7  Zum Arbeiten mit Potenzfunktionen

Behandlung von Potenzfunktionen

Im Regionalschulbildungsgang sollte eine Beschrankung auf die exemplarische Behandlung von

Prototypen erfolgen, wozu die folgenden Funktionen gehdéren sollten: f(x) = x2, f(x) = x3, f(x) = 1
X

Die folgenden Ausfiihrungen beziehen sich deshalb vor allem auf den Unterricht im gymnasialen
Bildungsgang.

Der Begriff Potenzfunktion wird in der Literatur nicht einheitlich gebraucht. Im engsten Sinne werden
darunter nur Funktionen der Formy =x", n € N, x € R verstanden. Bei der weitesten Fassung des
Begriffs in Anlehnung an den allgemeinen Potenzbegriff versteht man darunter Funktionen der Form
y=X, r,x € R, x> 0. In diesen Fall sind die Wurzelfunktionen ein Spezialfall der Potenzfunktionen,
und es lassen sich fast keine gemeinsamen Eigenschaften formulieren, die fir alle Potenzfunktionen

gelten. Es sollte deshalb der Begriff Wurzelfunktion fiir Funktionen mit der Gleichungy = ¥/x x € R,
x > 0 eingefiihrt werden.

Meist ist es Uiblich, unter Potenzfunktionen Funktionen mit der Gleichungy=x",n e Z,x e R,x#0zu
verstehen. Damit werden allerdings Vertreter zweier verschiedener Klassen von Funktionen
zusammengefasst, ndmlich ganzrationale und gebrochen rationale Funktionen.

In Analogie zur empfohlenen Bezeichnung fiir Potenzen sollten die verschiedenen Arten von
Potenzfunktionen durch die Angabe des Grundbereiches des Exponenten charakterisiert werden.
Man sollte also Potenzfunktionen mit natlirlichem Exponenten, mit negativem ganzzahligem
Exponenten und mit rationalem Exponenten unterscheiden.

n
Funktionen der Formy = xm, n, m € N, x € R, x >0 kénnen auch als Verkettungen von Wurzel und
Potenzfunktionen angesehen werden, sie sollten nur am Rande behandelt werden.

Es gibt allerdings sehr wenige reale Zusammenhange, die durch Potenzfunktionen mit ganzzahligem
Exponenten modelliert werden kénnen. Eine gewisse Erweiterung des Anwendungsfeldes,
insbesondere durch die umgekehrte Proportionalitat ist méglich, wenn man auch Funktionen der
Formy=ax",a € R, n e Z x € R, x#0 betrachtet, die teilweise sogar auch als Potenzfunktionen
bezeichnet werden. Trotzdem muss das Arbeiten mit Potenzfunktionen hauptsachlich auf formale
Aufgaben beschrankt bleiben.

Als fir viele Anwendungen wichtige Erganzung sollten Funktionen mit der Gleichungy =a(x+d)" +e
untersucht werden.

Der schwierige Begriff Umkehrfunktion sollte im Zusammenhang mit den Wurzelfunktionen
eingefiihrt werden. Um eine inhaltliche Vorstellung zu vermitteln, sollten zundachst Umkehrungen
von Zusammenhange bzw. Abhangigkeiten von GréRen betrachtet werden, sofern dies sinnvoll ist.
Im Unterschied zur mathematischen Abstraktion andern sich im konkreten Fall allerdings nicht die
Bezeichnungen der GréRen in den Gleichungen und auf den Achsen werden demzufolge die
Bezeichnungen vertauscht.
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8 Zum Arbeiten mit Exponential- und
Logarithmusfunktionen

Zur Behandlung der Funktionen in den Bildungsgangen

An Regionalen Schulen sollten Betrachtungen zu Exponentialfunktionen auf zeitliche Prozesse, d.h.
auf zeitlich Wachstums- und Abnahmevorgange, beschrankt bleiben, da diese die
Hauptanwendungen von Exponentialfunktionen im Alltag und in den Naturwissenschaften sind.
Wegen der unterschiedlichen Eigenschaften und auch Begriffsbildungen sollten Wachstums- und
Abnahmeprozesse getrennt betrachtet werden. Mit den zahlreichen moéglichen Anwendungen zu
exponentiellen Wachstums- bzw. Abnahmeprozessen ist das Arbeiten mit Funktionen auf inhaltlicher
Ebene sehr gut moglich.

Als Funktionsgleichung zur Beschreibung des Wachstums einer GroRe y sollte folgende Gleichung
verwendet werden.

y=f(t)=a-b'mita,b,t eR,a>0,b>1

Dabei wurde zur Bezeichnung des Faktors in Analogie zu den quadratischen und Potenzfunktionen
der Buchstabe a, der hier auch den Anfangswert bedeutet, verwendet. Fir die Basis wurde der
Buchstabe b und fir unabhangige Variable der Buchstabe t (fiir die Zeit) verwendet.

Die Basis b wird als Wachstumsfaktor und der Prozentsatz p %, mit b =1 + p %, als prozentuale
Wachstumsrate bezeichnet.

Eine analoge Gleichung kann fiir Abnahmeprozesse aufgestellt werden, wobei b, mit 0 <b < 1, als
Abnahmefaktor und p %, mit b = 1 — p%, als Abnahme- oder Zerfallsrate bezeichnet werden kdnnen.

Im Unterschied zu diesen Modellierungen sollte die Exponentialfunktion allgemein durch die
Gleichung definiert werden

f(x)=b*, b,xeR,b>0,b=1.
Dies wird im Realschulbildungsgang nicht fur erforderlich gehalten.

Im gymnasialen Bildungsgang sollten die Logarithmusfunktionen als Umkehrfunktion der
Exponentialfunktion eingeflihrt werden. Als umkehrbarer realer Zusammenhang eignet sich der
Zusammenhang von Héhe und Luftdruck.

Zum Anderungsverhalten von Exponentialfunktionen

Das Anderungsverhalten kann im Vergleich mit den linearen Funktionen untersucht werden. Mit Blick
auf das weitere Arbeiten mit Funktionen ist im gymnasialen Bildungsgang eine allgemeine
Beschreibung der Eigenschaften durch Funktionalgleichungen sinnvoll.

lineare Funktion Exponentialfunktion
y=f(x)=mx+n y = f(x) = b*
Prototyp y=2x+3 y=2*
verbale Beschreibung des Wenn x um 1 wiéchst, Wenn x um 1 wachst, wird y
Anderungsverhaltens fiir den Prototyp wachst y um 2. verdoppelt.
verbale Beschreibung des Wenn x um 1 wéchst, Wenn x um 1 wachst, andert
Anderungsverhaltens, allgemein andert sichy um m. sich y um das b-fache.
Beschrglbung def, Andert.mgsverhaltens Fx+ 1) = Fx) + m fx+1) = b - f(x)
durch eine Funktionalgleichung
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9 Zum Arbeiten mit Winkelfunktionen

Mit der Behandlung der Trigonometrie und der Winkelfunktionen werden zwei Entwicklungslinien
miteinander verbunden, die bisher relativ getrennt verliefen, die Entwicklung des geometrischen
Kénnens und die Entwicklung des Kénnens im Arbeiten mit Funktionen. Eine zu starke Vermischung
sollte aber vermieden werden, um die Eigenstandigkeit der jeweiligen Betrachtungen zu erhalten.
Deshalb wird vorgeschlagen, zunachst die Trigonometrie relativ abgeschlossen zu behandeln und
dann erst die Winkelfunktionen als reelle Funktionen einzufiihren.

Mit Blick auf die hautsachlichen Anwendungen der Winkelfunktionen fir trigonometrische
Berechnungen sollten zuerst der Sinus, Kosinus und Tangens eines Winkels am rechtwinkligen
Dreieck als Streckenverhaltnisse eingefiihrt werden. Zur Vereinfachung der Sprechweise kann aber
schon die Bezeichnung ,Winkelfunktion” verwendet werden, ohne die Funktionen selbst ndher zu
betrachten. Mit der Einfiihrung am rechtwinkligen Dreieck verbunden ist jedoch eine Beschrankung
des Definitionsbereiches auf Winkel von 0° bis 90°. Dies ist jedoch fiir trigonometrische
Berechnungen an rechtwinkligen Dreiecken vollig ausreichend. Die sofortige Verwendung der
allgemeinen Definition am Einheitskreis kann die Schiiler nur unnétig verwirren und bringt keinen
Nutzen fiir die Trigonometrie.

Zur Erfassung der Bedeutung von Sinus-, Kosinus- bzw. Tangenswerten ist es giinstig, einige
Funktionswerte und Argumente als Verhaltnisse in beliebigen rechtwinkligen Dreiecken zeichnerisch
zu ermitteln.

Die Erweiterung des Definitionsbereiches der Sinus- und Kosinusfunktion sollte im Zusammenhang
mit der Herleitung des Sinus- bzw. Kosinussatzes erfolgen. Die Definitionen erscheinen dann sinnvoll
fir den Umgang mit den beiden Satzen. Ansonsten ist es schwer verstandlich, dass ein Kosinuswert
als Streckenverhaltnis auch negativ sein kann.

Komplexe trigonometrische Aufgaben sind deshalb besonders schwierig, weil fiir die Berechnungen
oft verschiedene Hilfsmittel eingesetzt bzw. zur Auswahl herangezogen werden kénnen
(Winkelfunktionen am rechtwinkligen Dreieck, Sinus- und Kosinussatz, Flachenberechnungen, Satz
des Pythagoras, Strahlensatze, Innenwinkelsumme im Dreieck u. a.). Die Strategie des
Rickwartsarbeitens zum Finden von Lésungsideen ist deshalb flr diesen Aufgabentyp besonders zu
empfehlen. Die Verwendung von Lésungsgraphen kann den individuellen Prozess der Ideenfindung
unterstitzen. Ein weiteres wichtiges heuristisches Mittel ist das Arbeiten mit Skizzen, insbesondere
des Zerlegen und Ergdanzen von Strecken und Flachen.

Das wesentliche Merkmal der Winkelfunktionen, das sie von allen anderen bisher behandelten
Funktionen unterscheidet, ist die Eigenschaft der Periodizitdt. Da periodische Vorgange auch im
taglichen Leben und den Naturwissenschaften auftreten, sollten gesonderte allgemeine
Betrachtungen zu periodischen Funktionen angestellt und zeitliche periodische Vorgange durch
Funktionsgraphen modelliert werden.

Mit der Einfihrung von positiven und negativen Drehwinkeln wird die Entwicklung des Winkelbegriffs
an der Schule abgeschlossen. Die Schiiler lernen damit eine weitere Bedeutung negativer Zahlen, die
hier zur Kennzeichnung einer Drehrichtung dienen, kennen.

Bei der Definition der Winkelfunktionen am Einheitskreis ist zu beachten, dass die Sinus- bzw.
Kosinuswerte der Winkel Koordinaten eines Punktes sind und nicht als Streckenldangen
veranschaulicht werden sollten, die ja dann auch negative Werte annehmen kénnten, was dem
inhaltlichen Verstdndnis einer Strecke widersprechen wiirde.
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10 Zu Systematisierung von Funktionen im gymnasialen
Bildungsgang in Klasse 10

Zur Rolle und Art der Systematisierung zu Funktionen in Klasse 10

In der Jahrgangsstufe 10 des gymnasialen Bildungsganges, also in der Einfihrungsphase der
Gymnasialen Oberstufe, sollte eine Zusammenfassung und Systematisierung der wesentlichen
Eigenschaften der bisher behandelten Funktionen erfolgen. Dabei sollten inhaltliche Vorstellungen zu
wesentlichen Grundbegriffen der Analysis wie Monotonie, Grenzwert, insbesondere Verhalten im
Unendlichen und an Polstellen sowie Extrema erfolgen. Auf diese Weise kann die Untersuchung von
Funktionen mit Mitteln der Differenzialrechnung in der Qualifikationsphase vorbereitet werden. Dies
entspricht dem Vorschlag der Arbeitsgruppe "Gymnasiale Oberstufe Mathematik" (vgl. Handreichung
,Ziele und Aufgaben zum Mathematikunterricht in der gymnasialen Oberstufe - Klassen 10 — 12“.

In der zur Verfligung stehenden Zeit kénnen nicht alle bisher behandelten Funktionen mit allen ihren
Eigenschaften wiederholt werden. Es sollte deshalb eine Beschrankung auf ausgewahlte Prototypen
fir Funktionsgleichungen und Graphen erfolgen, so dass die Vorstellungen und Kenntnisse zu den
genannten Grundbegriffen eng mit diesen Prototypen verbunden sind. Zu den Prototypen sollten die
Funktionen mit folgenden Funktionsgleichungen gehéren:

Bei der Modellierung von Sachverhalten und der Angabe von Funktionsgraphen kann ein zusatzlicher
Parameter verwendet werden. Fiir die Begriffe zu Extrema wird auch der Graph einer kubischen
Funktion verwendet.

Dynamische Betrachtungen an Funktionsgraphen

Bei dynamischen Betrachtungen an Funktionsgraphen in der Analysis missen drei Verdanderungen
simultan betrachtet werden.

1. Verdnderung der x-Werte: Es handelt sich um eine sl
Bewegung auf der x-Achse, die in beiden Richtungen
erfolgen kann. Zur Beschreibung der Veranderung der
x-Werte kdnnen z. B. folgende Formulierungen
verwendet werden: x wachst, x wird groRer, x strebt
gegen plus Unendlich, x strebt von rechts gegen die
Polstelle, u. a.

4 Bewegung des Punktes P
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2. Bewegung eines Punktes auf dem Funktionsgraphen: Die
Bewegung erfolgt in Abhangigkeit von der Verdnderung
der zugeordneten x-Werte. Zur Beschreibung der Bewegung des Punktes werden Aussagen
Uber die Eigenschaften des Graphen bzw. der Funktion verwendet, z. B. der Graph steigt,
fallt, hat ein Maximum, schmiegt sich der x-Achse an u. a.

.“I Veranderung der x-Werte

3. Veranderung der zugeordneten y-Werte: Es handelt sich um eine Bewegung auf der y-Achse,
die in zwei verschiedenen Richtungen erfolgen kann in Abhangigkeit von der Verdnderung
der Lage des Punktes auf dem Graphen. Zur Beschreibung der Veranderung der y-Werte
koénnen z. B. folgende Formulierungen verwendet werden: die Funktion ist monoton
steigend, mit wachsendem x wird y groRRer.
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Diese drei simultanen und voneinander abhadngigen Veranderungen missen bei vielen
Betrachtungen zu Funktionen unterschieden werden. Dazu gehoéren u. a. die folgenden
Aufgabenstellungen, die bei einem gegebenen Funktionsgraphen bearbeitet werden kénnen.

(1) Untersuchung des Monotonieverhaltens

Zur Untersuchung des Monotonieverhaltens erfolgt die Bewegung auf der x-Achse immer von links
nach rechts. Bei der Beschreibung des Monotonieverhaltens liegen die Betrachtungen und
Formulierungen zum Verhalten eines Punktes auf dem Graphen und zur Verdanderung der y-Werte
sehr dicht beieinander. Das Steigen bzw. Fallen des Graphen ist mit dem Wachsen (groRer werden)
beziehungsweise Fallen (kleiner werden) der y-Werte eng verbunden. Zur Untersuchung des
Monotonieverhaltens kénnen Extremstellen genutzt werden, um geeignete Intervalle zu finden.

(2) Untersuchung des Verhaltens an Polstellen

Zur Untersuchung des Verhaltens an Polstellen muss die Anndherung der x-Werte stets von beiden
Seiten gegen die Polstelle betrachtet werden. Als Formulierung sind z. B. moglich: x ndhert sich von
links der Polstelle, x strebt von links gegen die Polstelle, u. a.

Zur Beschreibung des Verhaltens des Graphen an der Polstelle sind Kenntnisse zur Lage der
Asymptote und zum asymptotischen Verhalten erforderlich, die etwa zu folgenden Aussagen fiihren
kénnen:

— Der Graph nahert sich der senkrechten Asymptote an der Stelle xp immer weiter an.
— Der Graph schmiegt sich der senkrechten Asymptote an der Stelle xp immer mehr an.

Zur vollstandigen Beschreibung des asymptotischen Verhaltens sind auch Aussagen zur Verdanderung
der y-Werte erforderlich, etwa: y strebt gegen plus Unendlich.

(3) Untersuchung des Verhaltens im Unendlichen

Das Verhalten einer Funktion im Unendlichen ladsst sich an einem gegebenen Graphen nur als eine
Vermutung formulieren, da tber den weiteren Verlauf des Graphen keine sicheren Aussagen
gemacht werden kdnnen, sofern die Funktionsgleichung nicht bekannt ist. Auf der x-Achse miissen
Veranderungen der x-Werte ausgehend vom Ursprung nach rechts und nach links betrachtet werden.
Dabei sind drei Falle fir das Verhalten der y-Werte zu unterscheiden, wobei der zweite Fall ein
Spezialfall des dritten ist:

A: Die y-Werte streben gegen plus oder minus unendlich.

B: Die y-Werte streben gegen eine waagerechte Asymptote.

C: Die y-Werte streben gegen eine asymptotische Funktion.

Im Fall Bund im Fall C, der erst in KI. 11 behandelt werden sollte, sind auch Aussagen zum Verhalten
des Graphen erforderlich. Analog zur Beschreibung des Verhaltens an Polstellen sollten auch hier
Formulierungen zum Graphen und zu den y Werte erfolgen, zum Beispiel bei Betrachtungen zur
Funktion y = x"!in folgender Weise:

— Wenn x gegen + oo strebt, schmiegt sich der Funktionsgraph immer mehr an die x-Achse an.
— Wenn x gegen + oo strebt, werden die Funktionswerte immer kleiner und streben gegen Null.

Mit dynamischen Betrachtungen an Funktionsgraphen kénnen auch Betrachtungen zum Grenzwert
einer Funktion an einer Stelle und damit zur Stetigkeit beziehungsweise Unstetigkeit der Funktion an
dieser Stelle erfolgen, die erst in KI. 11 bendtigt werden.

Es konnen weiterhin die Wachstumseigenschaften zweier Funktionen miteinander verglichen
werden. So kann man am Graphen feststellen, ob eine Funktion in einem Intervall schneller (starker)
wachst als eine andere.
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Zu Extremaleigenschaften von Funktionen

Ein Bestandteil dynamischer Betrachtungen ist die Untersuchung von Sonder- bzw. Spezialfallen. Fir
dynamische Betrachtungen an Funktionsgraphen bedeutet dies, dass man die Lage spezieller Punkte
auf dem Graph betrachtet, die man bei der Bewegung auf dem Graphen erreicht. Dazu gehoéren die
Schnittpunkte mit den Achsen sowie die Extrempunkte der Funktion. Auch in diesen Fallen sind
immer drei Objekte gleichzeitig zu betrachten, die zum Teil mit speziellen Begriffen bezeichnet
werden.

x-Wert y-Wert Punkt auf dem Graphen
Nullstelle 0 Schnittpunkt mit der x-Achse
Extremstellen: Extremwerte: Extrempunkte:
— Maximumstelle (Maximalstelle) —  Maximum — Hochpunkt
— Minimumstelle (Minimalstelle) —  Minimum — Tiefpunkt

Die Beherrschung dieser Begriffe ist eine wichtige Voraussetzung fiir die Kurvendiskussionen in
Klasse 11. Erst in dieser Klasse sollte dann auch der Unterschied zwischen lokalen und globalen
Extremaleigenschaften genauer betrachtet werden. Die Schiiler sollten erkennen, dass in der
Umgebung eines Extremwertes, etwa eines Maximums, die y-Werte bis zum Maximum wachsen und
danach fallen.

Dynamische Betrachtungen an Funktionsgleichungen

Dynamische Betrachtungen kdnnen auch an Funktionsgleichungen erfolgen. Dabei handelt es sich
um dynamische Betrachtungen zu Rechenoperationen, meist zur Division, die sich durchaus
formalisieren lassen und deshalb als praformal bezeichnet werden kénnen. Diese Betrachtungen
kénnen bereits in der Bruchrechnung angewendet werden, indem man untersucht, wie sich der Wert
eines Bruches verdandert, wenn z. B. der Nenner bei konstantem Zahler immer gréRer wird.

Es sollte aber jetzt beachtet werden, dass sich die Bedeutungen der Begriffe Bruch, Zahler und
Nenner seit ihrer Einflihrung in der Orientierungsstufe verandert haben, wo lediglich natirliche
Zahlen als Belegungen moglich waren. Mit der Erweiterung der Zahlenbereiche kann ein Bruch jetzt
auch als eine andere Schreibweise fiir einen Quotienten aus reellen Zahlen bzw. Termen im Bereich
der reellen Zahlen aufgefasst werden. Treten Variable im Bruch auf, wird oft auch von Bruchtermen
gesprochen.

Mit diesen Betrachtungen kann das Verhalten von Funktionen im Unendlichen und an Polstellen
untersucht werden. Dabei sollte eine bestimmte Sprech- und Schreibweise eingefiihrt werden. Mit
der Einflihrung dieser Schreibweisen wird die Limes-Schreibweise vorbereitet, die aber in KI. 10 noch
nicht verwendet werden sollte.

(1) Verhalten von Funktionen im Unendlichen

2 2
Beispiel: y= ——1 Wird x immer groler, das heildt, strebt x gegen Unendlich, wird der Quotient —
X X

2
immer kleiner, das heift, er strebt gegen Null. Die Differenz — - 1 strebt dann gegen — 1.
X

Schreibweise: flirx - o gilty -> -1
(2) Verhalten an Polstellen
2 2
Beispiel: y = 1 Wenn x gegen 1 strebt, strebt x — 1 gegen Null. Der Wert des Bruchterms ——
X_

x—1
wird dann betragsmaRig immer groRRer und strebt gegen Unendlich. Ist x stets groRer als 1, d. h.
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. 2 .
strebt x von rechts gegen 1, so ist der Term 1 stets groBer als Null und strebt gegen plus
X_

. . . . 2 .
Unendlich. Ist x stets kleiner als 1, d. h. strebt x von links gegen 1, so ist der Term —1 stets kleiner
X_
als Null und strebt gegen minus Unendlich.

Schreibweise: flirx - 1, x> 1gilty > +coundfirx > 1,x<1 gilty - -

Zur Beschreibung von Eigenschaften von Funktionen durch Funktionalgleichungen

Eine Funktionalgleichung ist eine Gleichung, in der eine oder mehrere Funktionen als Unbekannte
(Variable) auftreten. Die Schiler lernen Funktionalgleichungen erstmalig im Zusammenhang mit den
Symmetrieeigenschaften von Funktionen kennen. Alle geraden Funktionen (die y-Achse ist Symme-
trieachse des Graphen) erfiillen die Funktionalgleichung f(x) = f(- x) und alle ungeraden Funktionen
(der Graph ist punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung) die Funktionalgleichung f(x) = - f(- x).

Eine weitere Moglichkeit zur Beschreibung der wesentlichen Eigenschaft einer Klasse von Funktionen
ist die Charakterisierung periodischer Funktionen durch die Funktionalgleichung f(x + p) = f(x), wobei
p eine positive reelle Zahl ist und (eine) Periode der Funktion genannt wird.

Ein weiteres Beispiel fur Funktionalgleichungen im Analysisunterricht in der Oberstufe ist die
Gleichung f(x) = f(x), die fir die Funktion y = e* erfiillt wird. Hierbei handelt es sich sogar um eine
Differenzialgleichung als ein Spezialfall einer Funktionalgleichung.

In Funktionalgleichungen kénnen auBer Variablen fiir Funktionen auch die unabhangige Variable x
sowie Parameter auftreten. Mit der Betrachtung solcher Gleichungen kénnen die Kenntnisse zum
Gleichungs- und Funktionsbegriff qualitativ erweitert werden. Es ist dabei nicht notwendig, die
Bezeichnung , Funktionalgleichung” zu verwenden.

Weiterhin kdnnen durch die Verwendung funktionaler Schreibweisen wesentliche Eigenschaften von
elementaren Funktionen beschrieben und damit gefestigt werden. Ein Beispiel ist die
Funktionalgleichung mit weiteren Parametern f(x + a) = f(x) + m - a. Diese Gleichung wird durch die
lineare Funktion y = mx + n erfllt und beschreibt die grundlegende Wachstumseigenschaft einer
linearen Funktion. Fir den Spezialfall a = 1 ergibt sich die Aussage, dass bei Wachstum von x um 1
sich der Funktionswert um m verandert, was beim Anstiegsdreieck verwendet wird (vgl. S. 37).

Fir Potenzfunktionen mit der Gleichungy =a - x", a € R, n € Z, gilt die Funktionalgleichung
f(k - x) = k" - f(x). Damit werden die dynamischen Eigenschaften der direkten und umgekehrten
Proportionalitat beschrieben:
. . . . f(x)
Firn=1gilt: f(k-x)=k-f(x) undfirn=-1gilt: f(k-x)= T
Mit der Funktionalgleichung fir eine Potenzfunktion werden weiterhin die dynamischen

Eigenschaften der Funktioneny = a - x> und y = a - x? beschrieben, die Grundlage fiir die Sdtze zum
Oberflacheninhalt und zum Volumen dhnlicher Kérper sind.

Das Verwenden von Funktionalgleichungen sollte in Klasse 10 ausgehend vom Beispiel der
Betrachtung von Symmetrieeigenschaften gefestigt und vertieft werden.



