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Vorwort

Im Februar 2006 hat der Landtag von Mecklenburg-Vorpommern mit einem neuen Schulgesetz die
Einflhrung des langeren gemeinsamen Lernens an Regional- und Gesamtschulen in den Klassenstu-
fen 5 und 6 beschlossen. Dieses Gesetz eroffnet die Moglichkeit, Entscheidungen tiber den ange-
strebten Abschluss erst nach dem sechsten Schuljahr treffen zu missen und damit die Entwicklung
der Schiler innerhalb zweier wichtiger Lebensjahre angemessen beriicksichtigen zu konnen.

Damit ergeben sich fiir die Lehrerinnen und Lehrer der Orientierungsstufe neue Anforderungen. Sie
sind unter anderem in besonderem MaRe gefordert, Aspekte der Binnendifferenzierung zu berick-
sichtigen, d. h. Lernangebote und Lernanforderungen im Rahmen der padagogischen Forderung dif-
ferenziert zu gestalten, um den unterschiedlichen Begabungen, Lernvoraussetzungen und dem un-
terschiedlichen Lernverhalten der Schiiler gerecht zu werden. Ziel ist es, alle Schiiler auf die Anforde-
rungen der nachfolgenden Bildungsgange gut vorzubereiten.

Offene Aufgaben bieten nach internationalen Erfahrungen ein besonders hohes Potential, um alle
Schiiler einer Klasse bezogen auf ihre individuellen Fahigkeiten am Mathematikunterricht teilhaben
zu lassen. Durch die Vielfaltigkeit der Losungswege und moglichen Ergebnisse ergeben sich fir die
Schiiler Anlasse, Ideen zu prasentieren, zu argumentieren und gegeneinander abzuwdagen. Oft wird
am Ende die Erkenntnis stehen, dass es mehrere verschiedene und jeweils akzeptable Wege gibt,
eine Aufgabe zu l6sen.

Zur Unterstitzung der Arbeit mit einem bestimmten Typ offener Aufgaben in der Orientierungsstufe
haben die Fachberaterinnen und Fachberater fiir Mathematik der Regionalen Schulen in Mecklen-
burg-Vorpommern gemeinsam mit Mathematik-Didaktikern der Universitat Rostock und mit Unter-
stlitzung des Landes diese Broschiire verfasst. Sie ist bereits in einer Erprobungsfassung im Oktober
2006 und in einer Uberarbeiteten Fassung im September 2007 erschienen. Diese Fassungen waren
eine Grundlage fir mehrere schuljahresbegleitende, internetgestiitzte Fortbildungen, bei denen die
vorgeschlagenen Aufgaben und Methoden erprobt wurden. Die dabei gesammelten Erfahrungen
flieRen in diese Fortschreibung ein. Die Uberarbeitung erfolgte durch die Moderatoren der Fortbil-
dungen Lutz Hellmig, Evelyn Kowaleczko, Grit Kurtzmann und Prof. Dr. Hans-Dieter Sill.

Die Aufgaben in diesem Heft sind vor allem danach ausgesucht worden, inwieweit sie mathematisch
unterschiedlich befahigten Schilern Moéglichkeiten eréffnen, die Aufgabe ihrem Wissen und Kénnen
gemal zu meistern. Diese Aufgaben besitzen oft pragmatische und elegante, anschauliche und abs-
trakte, einfache und anspruchsvolle Losungen.

Die Broschure kann auch von der Internetplattform http://www.mathe-mv.de herunter geladen
werden.

Ich wiinsche lhnen viel Freude und Erfolg beim Erproben der polyvalenten Aufgaben im Unterricht.

Heidrun Pietruschka
Institut fir Qualitatsentwicklung
Mecklenburg-Vorpommern
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1 Zur Arbeit mit Aufgaben im Mathematikunterricht
1.1 Begriff und Rolle von Aufgaben

Schiiler! lernen nur durch eigene geistige Titigkeit, die im Mathematikunterricht vor allem durch
Aufgaben angeregt wird. Deshalb spielen Aufgaben zu Recht eine zentrale Rolle bei allen Betrachtun-
gen zum Mathematikunterricht.

Eine mathematische Schiileraufgabe ist eine miindliche oder schriftliche Aufforderung an Schiiler
zum Ausfiihren von Handlungen, die mathematisches Wissen und Kénnen erfordern. Eine Aufgabe
beinhaltet die Angabe von bestimmten Ausgangsbedingungen und einem explizit oder implizit gege-
benen Ziel. Jeder Aufgabe konnen mogliche Losungswege und das Ergebnis bzw. die Ergebnisse der
Aufgabe zugeordnet werden.

Eine einzelne Aufgabe kann nicht fiir sich betrachtet werden ("Das ist aber eine schone Aufgabe!").
lhre Wirksamkeit fir den Lernprozess der Schiiler ergibt sich nicht nur aus ihrem mathematischen
Gehalt oder einer schonen Verpackung, sondern hidngt in erster Linie davon ab, an welcher Stelle sie
im Lernprozess eingesetzt wird, d. h. was vorher und hinterher im Unterricht passiert und davon, wie
die Schiiler diese Aufgabe bearbeiten. Aufgaben sind also kein Selbstzweck. Eine Menge von schénen
und interessanten Aufgaben allein ergibt noch keinen guten Unterricht. Entscheidend sind die mit
der Aufgabe verfolgten Ziele.

Unter einem Ziel des Unterrichts verstehen wir in diesem Zusammenhang nicht solche allgemeinen
Aufgabenstellungen wie Lebensvorbereitung oder Entwicklung von Sach- und Methodenkompeten-
zen oder auch solche Ziele, die die Schaffung von Voraussetzungen des Lernens betreffen, wie das
Ziel, dass alle Schiiler motiviert sind und sich aktiv am Unterrichtsgeschehen beteiligen.

Ein Ziel im engeren Sinne ist die Ausbildung bzw. weitere Auspragung bestimmter psychischer Dispo-
sitionen eines Schiilers. Psychische Dispositionen sind Kenntnisse, Fahigkeiten, Fertigkeiten, Einstel-
lungen, Gewohnheiten, Charaktereigenschaften u. a. Als Oberbegriff fiir kdnnensorientierte Disposi-
tionen hat sich heute die Bezeichnung "Kompetenz" etabliert, die aulRer einer reinen Angabe der Dis-
positionen auch noch einen bestimmten Grad der Aneignung beinhaltet. Der Kompetenzbegriff soll
auf die moglichst unmittelbare Verfiligbarkeit der Dispositionen orientieren. Die Verfligbarkeit stellt
allerdings nur einen Qualitatsparameter von psychischen Dispositionen dar. Es ist sehr unrealistisch,
diese Qualitat bei allen Zielen erreichen zu wollen. Wir pladieren deshalb fiir eine Unterscheidung
von drei Auspragungsgraden der Verfligbarkeit.

Niveau 1: Sicheres Wissen und Kénnen

Die Schiiler beherrschen das Wissen und Kénnen jederzeit auch nach der Schule ohne eine spezielle
Reaktivierung. Die Anforderungen sollten der Hauptgegenstand téaglicher Ubungen sowie unvorberei-
teter Leistungsiiberpriifungen sein. Die Schiiler sind also stets kompetent bezlglich dieser Bestand-
teile ihres mathematischen Wissens und Kénnens.

Niveau 2: Reaktivierbares Wissen und Kénnen

Die Schiiler beherrschen das betreffende Wissen und Kénnen sicher am Ende eines Stoffgebiets.
Nach einem gewissen Zeitraum ist jedoch z. B. zur Vorbereitung auf eine zentrale Leistungserhebung
eine Wiederholung und Reaktivierung des Wissens und Kénnens erforderlich, bei der der schon ein-
mal vorhandene Beherrschungsgrad wieder erreichbar ist.

Niveau 3: Exemplarisches Wissen und Kénnen

Die Schiiler haben erste Einsichten, Vorstellungen bzw. Fahigkeiten hinsichtlich des betreffenden
Inhalts des Unterrichts. Sie kdnnen z. B. einfache Beispiele angeben, einige wichtige Merkmale nen-
nen oder Gedanken zu einer Vorgehensweise dauRern. Die Vermittlung der entsprechenden Unter-

! Bei Personenbezeichnungen wird das generische Maskulinum verwendet, d. h. es sind immer beide Geschlechter gemeint.
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richtsinhalte sollte in der Regel nur exemplarisch erfolgen. Die Anforderungen sollten kein Gegen-
stand von Leistungsiiberprifungen sein.

Die Betrachtung mathematischer Schileraufgaben fiihrt somit zur Frage nach der Funktion dieser
Aufgabe im Lernprozess einer bestimmten Schiilerpopulation, d. h. zur Frage, welchen Beitrag die
Anforderungen der Aufgabe und damit verbundene mogliche Schiilertatigkeiten zur Entwicklung
bestimmter psychischer Dispositionen der Schiiler leisten kdnnen.

Unter einem Problem wird oft eine besonders anspruchsvolle Aufgabe verstanden. Bei dieser Be-
trachtungsweise wird nicht beachtet, dass von einem Problem immer nur in Bezug auf einen Schiiler
gesprochen werden kann. Dieselbe Aufgabe kann fiir einige Schiiler einer Klasse ein groRes und fiir
andere gar kein Problem sein. Deshalb sollte der Begriff Aufgabe im obigen Sinne allgemein als Auf-
forderung an Schiiler verstanden werden, unabhangig davon, ob die Aufgabe nur durch Routinen
[6sbar ist oder ob die Schiler damit sofort zurechtkommen bzw. erst Barrieren iberwinden miissen.

Eine Aufgabe ist ein Problem fiir einen Schiiler, wenn der Schiiler diese Aufgabe nicht auf Anhieb
I6sen kann. Da dies fir die Mehrzahl der Aufgaben zutrifft, die ein Schiler zu |6sen hat, ist die Ent-
wicklung von Einstellungen, Verfahrenskenntnissen und Fahigkeiten im Losen von Problemen ein
zentrales Ziel des Mathematikunterrichts und kann nicht auf das Losen bestimmter Aufgabentypen
wie Sachaufgaben oder Beweisaufgaben beschrankt werden.

1.2 Begriff und Arten offener Aufgaben

Die Betrachtung von Ausgangsbedingungen, Losungswegen und Ergebnissen und die Sicht auf den
Schiler fihren zum Begriff der offenen Aufgabe.

Eine Aufgabe heil3t offen fiir einen Schiiler, wenn fiir den Schiiler die Ausgangsbedin-
gungen der Aufgabe nicht vollstandig sind, fiir ihn mehrere Lésungswege moglich sind
oder er zu mehreren Ergebnissen kommen kann.

Eine Aufgabe ist demzufolge nicht offen, d. h. geschlossen fiir einen Schiiler, wenn fir ihn die Aus-
gangsbedingungen und die Fragestellung vollstdndig und eindeutig sind sowie nur ein Lésungsweg
und nur ein Ergebnis moglich sind.

Berechne fiir ein Quadrat mit der Seitenldnge a =5 cm den Flécheninhalt A
in Quadratzentimetern mithilfe der Fldcheninhaltsformel fiir Quadrate. (KI. 5)

Die Aufgabenstellung gibt das zu verwendende Verfahren vor und grenzt andere Tech-
niken wie das Auszahlen des Flacheninhalts in einer Zeichnung oder die Interpretation
des Quadrates als ein Spezialfall des Rechtecks aus. Fiir einen Schiiler ist nach Behand-
lung der Flacheninhaltsformeln fiir Quadrate diese Aufgabe geschlossen.

Bereits an einfachen Beispielen wie der Aufgabe 3 - 4 = 12 Iasst sich zeigen, dass im Grunde jede ma-
thematische Aufgabe potentiell offen ist — zumindest in Bezug auf den Lésungsweg. Die potentielle
Offenheit einer Aufgabe kann durch folgende Faktoren eingeschrankt werden:

e Mangels entsprechender Kenntnisse und Fahigkeiten der Schiiler — bedingt durch den Ent-
wicklungsstand der Schiiler oder die Zahl der im Unterricht vermittelten Verfahren — kénnen
alternative Losungswege und Ergebnisse nicht gefunden werden.

e Bei der Kontrolle von Lésungen im Unterricht wird ausschlieRlich der favorisierte Losungsweg
besprochen oder ein Ergebnis genannt. Damit gelangen die Schiiler sukzessive zu der irrefiih-
renden Anschauung, dass mathematische Aufgaben stets eindeutig I6sbar seien.

e Die Bearbeitung bestimmter Aufgabentypen ist soweit automatisiert worden, dass andere
Losungsansatze nicht mehr verfolgt werden. Das ist z. B. beim kleinen Einmaleins der Fall.

e Durch eine eingrenzende Formulierung der Aufgabenstellung werden alternative Losungs-
wege und Ergebnisse unterbunden.
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Die Offenheit einer Aufgabe wird u. a. durch das Vorhandensein alternativer Losungsmoglichkeiten
bestimmt. Nur wenn diese dem Schiiler bewusst sind und sie von ihm genutzt werden kdnnen, ist
diese Aufgabe fiir den Schiiler offen. Das folgende Beispiel verdeutliche dies.

Berechne den Flédcheninhalt des abgebildeten
Rechtecks.

[

Ein Schiler der Orientierungsstufe wird die Lange
der Seiten in der Regel durch Messen bestimmen,
damit er die Seitenlangen miteinander multipli-
zieren kann. Wenn er im Unterricht noch keine
Fahigkeiten im Zerlegen und Erganzen von Figuren
erworben hat, ist die Aufgabe ist fir ihn weit-
gehend geschlossen. Ansonsten kénnte er den In-
halt auch ohne Messung durch eine geschickte
Zerlegung in rechtwinklige Dreiecke bzw. Ergén-
zung zu einem Rechteck bestimmen.

»
»

Zum Abschluss der Sekundarstufe | kann der Schii- 01 2 3 4 5 6 7
ler die Seitenldangen mit dem Satz des Pythagoras
rechnerisch bestimmen, wahrend einem Schiler
der Sekundarstufe Il weitere Moglichkeiten zur
Flacheninhaltsberechnung offen stehen.

O = N w M O O N

ILE=1cm

Es gibt verschiedene Arten offener Aufgaben, die sich auch durch einen unterschiedlichen Grad der
Offnung unterscheiden.

1.2.1 Aufgaben mit unvollstandigen Ausgangsbedingungen bzw. fehlender
Fragestellung
Bei diesem Typ offener Aufgaben sind die Ausgangsbedingungen soweit reduziert, dass die Schiiler

selbst fehlende Vorgaben vervollstandigen missen, nétigenfalls durch das Treffen von Annahmen. Zu
dieser Form gehort auch die Formulierung eigener Aufgabenstellungen durch die Schiiler.

Fiir eine Urlaubsreise plant Familie Krajewski 380 € fiir Benzinkosten, 970 € fiir die Un-
terkunft, 400 € fiir die Verpflegung und 270 € fiir Ausfliige. In der Urlaubskasse sind
1800 €.

Die Aufgabe wurde von einem Lehrer ohne Vorbereitung in einer Klassenarbeit in ei-
ner 5. Klasse gestellt. Zu seinem Erstaunen gab es in der Arbeit keine Nachfragen, was
denn eigentlich gesucht ist und 19 der 27 Schiiler kamen nach richtigen Rechnungen zu
sinnvollen Antworten wie "Sie brauchen mehr Geld", "Sie mlssen noch sparen", "Sie
kénnen nicht fahren" oder "Sie missen die Ausflige weglassen".

1.2.2 Aufgaben mit verschiedenen Losungswegen

Aufgaben dieser Kategorie kénnen klar definierte Ausgangsbedingungen und eine eindeutige Losung
besitzen, die jedoch mittels verschiedener Verfahren ermittelt werden kann.
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Beispiel 4: Lése die Gleichung 15 -2« x = 5.

Wie jede Gleichung l3sst sich auch diese durch inhaltliche Uberlegungen |6sen, die be-
reits ab Klasse 5 moglich sind und auch in oberen Klassen verwendet werden sollten.
Inhaltliche Losungsmoglichkeiten sind: Probieren mit geeigneten Zahlen, Zerlegen der
Zahl 5 in eine Differenz aus 15 und einer Zahl, Umkehren der Rechnung oder Veran-
schaulichen auf der Zahlengeraden.

1.2.3 Polyvalente Aufgaben

Um einen bestimmten Typ offener Aufgaben hervorzuheben, haben wir dafiir eine neue Bezeichnung
gewshlt’.

Eine Aufgabe heiRt polyvalent fiir eine Schiilergruppe, wenn sie folgende Merkmale hat.

(1) Jeder Schiiler aus der Gruppe findet mit hoher Wahrscheinlichkeit eine mogliche
Losung der Aufgabe.

(2) Die Aufgabe ermdglicht Schiilerantworten unterschiedlicher Qualitat.

Unter hoher Wahrscheinlichkeit verstehen wir, dass in einer heterogenen Jahrgangsklasse hochstens
10 %, also maximal 2 bis 3 drei Schiiler keine zutreffende Antwort finden. Jede mogliche Losung der
Aufgabe muss eine vollwertige Losung sein, d. h. alle Ausgangsbedingungen erfiillen.

Das hohere Niveau einer Antwort kann sich zeigen

— inder Anzahl der gefundenen Antworten,

— indem hoéheren Anspruchsniveau einer gefundenen Antwort,

— in der Suche nach Spezialfallen und Strukturen (Fallunterscheidungen, Muster) oder
— in dem Streben nach Verallgemeinerungen von gefundenen Antworten.

Eine Aufgabe kann nur polyvalent in Bezug auf eine Schiilergruppe sein, da sich das Merkmal (1) auf
alle Schiiler einer Gruppe bezieht. Wenn keine Schiilergruppe angegeben wird, ist in dieser Broschiire
immer eine 5. oder 6. Klasse an einer Gesamtschule oder Regionalen Schule in Mecklenburg-
Vorpommern® gemeint.

Diese Aufgaben sollen also von allen Schilern einer Klasse weder als zu schwer noch als zu leicht
empfunden werden, so dass moglichst alle Schiiler mit der selbststandigen Bearbeitung der Aufgabe
beginnen.

Es ist Anliegen dieser Broschiire, dass die vorgeschlagenen offenen Auf-

gaben moglichst einen polyvalenten Charakter haben. Der polyvalente alent
Charakter einer Aufgabe kann erst im Ergebnis einer Erprobung dieser Auf- |lll|V|Zl

gaben in moglichst vielen Klassen festgestellt werden. Die nach unseren

bisherigen Erfahrungen zu dieser Gruppe gehérenden Aufgaben sind im Folgenden durch das neben-
stehend abgebildete Symbol gekennzeichnet. In den Hinweisen zu den Aufgaben wird tber die ge-
sammelten Erfahrungen berichtet. Wir haben auch noch nicht erprobte Aufgaben mit diesem Symbol
versehen, die nach unserer Einschatzung diesen Charakter ebenfalls haben sollten.

Dazu gehort unter anderem auch die folgende Aufgabe, die zugleich verdeutlicht, dass polyvalente
Aufgaben im Unterschied zu vielen anderen offenen Aufgaben nicht immer viel Text und oder eine
auBermathematische Einbettung erfordern.

? Die Anregungen zu diesem Aufgabentyp entnahmen wir folgender Publikation: The open-ended approach: a new proposal
for teaching mathematics/edited by Jerry P. Becker, Shigeru Shimada. — National Council of Teachers of Mathematics,
Reston, 1997. Fiir die Originalbezeichnung "open-ended approach” fanden wir keine geeignete Ubersetzung.

*In Mecklenburg-Vorpommern lernen in der 5. und 6. Jahrgangsstufe mit Ausnahme der Forderschiler und der Hochbegab-
ten alle Schiler eines Jahrgangs gemeinsam an einer Gesamtschule oder einer Regionalen Schule. Das Gymnasium beginnt
erstin Klasse 7.
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Zeichne verschiedene Parallelogramme.

Jeder Schiiler sollte mit seinen Zeichengerdten mindestens zwei Parallelogramme mit
unterschiedlichen Seitenlangen und WinkelgrofRen zeichnen kénnen und so zu einer
vollwertigen Losung der Aufgabe kommen. Einige Schiiler kdnnen auf die Idee kom-
men, auch Rechtecke oder Quadrate als Losung anzugeben oder die Lage zu variieren.
Je kreativer die Schiler sind, umso mehr Moglichkeiten finden sie. (s. S. 72)

1.3 Polyvalente Aufgaben in typischen Aneignungsprozessen

1.3.1 Zur Entwicklung von Fertigkeiten

In Ubungsstunden zur Entwicklung von Fertigkeiten sollten zur vollstandigen Ausbildung der entspre-
chenden Handlungen folgende Aufgabentypen verwendet werden.

(1) Variation der sprachlichen Formulierungen und der Bezeichnungen

(2) Umkehraufgaben

(3) Spezial- und Extremfille

(4) Aufgaben, die nicht mit dem Verfahren I6sbar sind

(5) Aufgaben mit verschiedenen Losungswegen

(6) Bewerten vorgelegter Aufgaben und deren Losung

(7) Aufgabenstellungen zum Selbstbilden von Aufgaben durch Schiiler

Davon sind die Typen (2), (5) und (7) oft Aufgaben mit einem hohen Grad der Offenheit, von denen
einige auch den Charakter polyvalenter Aufgaben haben kénnen.

Begriff und Konstruktion von Umkehraufgaben

Zu einer Aufgabe erhéalt man eine Umkehraufgabe, wenn man das Gesuchte mit dem Gegebenen
bzw. Teilen des Gegebenen der Aufgabe vertauscht. Umkehraufgaben dienen der Ausbildung der
Reversibilitat der Handlung und sind meist ein notwendiger Bestandteil des Aneignungsprozesses.

Zerlege die Zahl 12 in ein Produkt.

Dies ist eine Umkehraufgabe zu der Aufgabe "Berechne das Produkt aus 3 und 4."
Dieser Aufgabentyp ist fiir die Entwicklung von sicheren Fertigkeiten zu den Grundauf-
gabengleichungen unverzichtbar. Die Aufgabe ist polyvalent, da jeder Schiiler eine L6-
sung, z. B. 12 = 3 - 4 finden sollte und einige Schiiler zur Suche nach allen Méglichkeiten
bei zwei, drei oder mehr Faktoren sowie nach Spezialfillen angeregt werden. So er-
kennen sicher einige Schiler, dass es durch den Faktor 1 unendlich viele Losungen gibt.

Das folgende Beispiel ist eine Umkehraufgabe der Standardaufgabe zum Erkennen der Einteilung
vollstandig oder teilweise beschrifteter Skalen. Fertigkeiten im Arbeiten mit Skalen sind insbesondere
fiir naturwissenschaftliche Unterrichtsfacher eine wichtige Vorleistung des Mathematikunterrichts,
mit deren Entwicklung als sichere Fertigkeit in Klasse 5 begonnen werden sollte.

Beschrifte die (ibrigen Markierungen der Skalen.

10 10

Die unterschiedliche Qualitdt der Antworten zeigt sich u. a. in der Anzahl der gefun-
denen Méglichkeiten, in der Verwendung von negativen Zahlen und in Uberlegungen
zur maximalen Zahl der Méglichkeiten (s. S. 24).
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Aufgaben mit verschiedenen Lésungswegen

1 3 1
Finde verschiedene Begriindungen fiir die Richtigkeit der Gleichung: S + 2 =1—.

4
Mit dieser Aufgabe kénnen die Kenntnisse zum Rechnen mit Briichen und die inhaltli-
chen Vorstellungen zu Briichen und zur Addition gefestigt werden. Es kdnnen auch
zielgerichtet Fahigkeiten im Argumentieren und Begriinden entwickelt werden. Ant-
worten sind durch Arbeiten mit GroRen (Zeit, Volumen), Gegenstdnden, Zeichnungen
oder auf formaler Ebene moglich. (s. S. 40)

Aufgaben mit verschiedenen Lésungswegen dienen insbesondere zur Integration der Verfahrens-
kenntnisse und der Auspragung des Wechselverhaltnisses von inhaltlichen und formalen Vorgehens-
weisen.

Zum Selbstbilden von Aufgaben durch Schiiler

Eine wichtige Grundlage flr die Entwicklung einer Fertigkeit in der Anwendung eines Verfahrens ist
die Aneignung der Einsatzbedingungen des Verfahrens. Vor dem Losen einer entsprechenden Aufga-
be sollte sich ein Schiler stets fragen: "Worum geht es in der Aufgabe?", um so den Typ zu erkennen.
Das Selbstbilden einer Aufgabe eines gegebenen Typs ist eine dazu inverse Handlung und somit auch
ein Typ von Umkehraufgaben.

Stelle deinem Banknachbarn unterschiedliche Aufgaben zur Addition zweier Briiche
und korrigiere seine L6sungen.

Bei dieser Aufgabe muss der Schiiler den Typ "Addition zweier Briiche" und die ver-
schiedenen Moglichkeiten zum Bilden eines Hauptnenners realisieren. (s. S. 43)

1.3.2 Aneignung von Begriffen

Das Aneignen von Begriffen kann als Ausbildung semantischer Netze im Kopf des Schiilers modelliert
werden, womit die vielfaltigen Beziehungen zu anderen Wortern erfasst werden sollen. Neben der
Aneignung des Begriffswortes geht es beim Lernen von Begriffen um die Aneignung eines Systems
von Gedanken zu diesem Wort. Zur Einordnung der im Mathematikunterricht verwendeten Fachbe-
griffe in die vorhandenen semantischen Netze eines Schiilers sollten schon bei der Erarbeitung Bezi-
ge zur Bedeutung von gleich oder dhnlich lautenden Wortern hergestellt werden.

Vergleiche die Bedeutung des Wortes "senkrecht" in den folgenden Scéitzen:

(1) Die Strecke AB ist senkrecht zur Geraden g.
(2) Der Zaunpfahl steht senkrecht.

Mit dieser Aufgabe kénnen die Kenntnisse und Vorstellungen der Schiiler zur Relation
"senkrecht zu" und zur Verwendung von "senkrecht" im Alltag vertieft werden. (s. S. 66)

Erarbeitung von Begriffen

Die grundlegenden Handlungen zur Aneignung von Begriffen sind das Identifizieren und Realisieren.
Beim Identifizieren geht es darum zu erkennen, ob vorgelegte Objekte Reprdasentanten des Begriffs
sind oder nicht. Dazu missen die Lernenden die Merkmale vorgelegter Objekte untersuchen. Diese
geistige Handlung kann bereits in der Phase der Erarbeitung eines Begriffs durchgefiihrt werden.
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Finde Gemeinsamkeiten und Unterschiede bei den folgenden Briichen:

Diese Aufgabe kann zur Erarbeitung der Begriff echter und unechter Bruch eingesetzt
werden. (s. S. 34)

Festigung von Begriffen

Die Aufgabenstellung "Vergleiche die gegebenen Objekte miteinander, finde gemeinsame und
unterschiedliche Eigenschaften." hat sich fir die Konstruktion polyvalenter Aufgaben als besonders
geeignet erwiesen. Als Objekte kdnnen Zahlen, Potenzen, Terme, Gleichungen, Funktionen, Figuren,
Korper oder andere mathematische Objekte verwendet werden. Dieser Aufgabentyp erfordert neben
allgemein geistigen Fahigkeiten auch ein Bestimmen von Merkmalen bzw. Eigenschaften
mathematischer Begriffe, entwickelt und testet also das vorhandene semantische Netz zum Begriff.

Realisieren eines Begriffs heildt Vorstellen bzw. Herstellen eines Reprasentanten. Eine polyvalente
Aufgabe dieser Art ist die genannten Aufgabe: Zeichne verschiedene Parallelogramme (s. S. 76).

Zur Festigung der Begriffe Zehnerpotenz, Quadratzahl, Basis, Exponent und Potenz kann folgende
Aufgabe verwendet werden.

Suche dir von den fiinf Potenzen zwei heraus und vergleiche sie miteinander.
Finde Gemeinsamkeiten und Unterschiede.
(1) 10° (2) 5° (3) 10° (4) 2° (5) 3°

Es kdnnen insgesamt 10 Paare von Potenzen gebildet und nach drei unterschiedlichen
Merkmalen vergleichen werden. (s. S. 26)

1.3.3 Entwicklung von Einstellungen und Fahigkeiten im Losen von Problemen

Polyvalente Aufgaben kénnen helfen, die Freude der Schiiler an der selbststandigen Bearbeitung von
Problemen und damit ihr Selbstwertgefiihl zu entwickeln. Viele Schiiler beteiligen sich in Problem-
I6sungsphasen oft nicht geistig aktiv am Unterricht, insbesondere wenn es um die Bewaltigung sol-
cher anspruchsvollen Aufgaben wie das Finden von Begriindungen und Beweisen oder das Lésen von
Sachaufgaben geht.

Anwenden von Sitzen und Finden von Begriindungen

Um polyvalente Aufgaben zu diesem Zweck zu konstruieren, kdnnen den Schiilern z. B. bestimmte
Konfigurationen vorgegeben werden. Sie haben dann die Aufgabe, in diesen Konfigurationen Zu-
sammenhange zu erkennen. Die unterschiedliche Qualitat der Ergebnisse zeigt sich in der Anzahl und
dem Anspruchsniveau der gefundenen Zusammenhange.

ABCD ist ein Parallelogramm, DF ist die Ver-

langerung der Seite AD. BF ist die Winkel-
halbierende des Winkels ABC.

Finde Beziehungen zwischen den Winkeln
und Strecken in der Figur. v

Begriinde deine Feststellungen. A 5

Diese Aufgabe dient der Festigung der Winkelsatze an geschnittenen Geraden sowie
Parallelen und des Basiswinkelsatzes durch selbstandiges Identifizieren von Beziehun-
gen in der Figur. Es lassen sich zahlreiche Eigenschaften in der Figur erkennen, bis zu

der Feststellung, dass DF = AB —BC ist (s.S.76).
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Losen von Sachaufgaben

Eine Sachaufgabe ist in der Regel keine polyvalente Aufgabe, da selten alle Schiiler selbststandig zu
einer Losung kommen und es auch nur in wenigen Fallen Lésungen unterschiedlicher Qualitat gibt. Es
ist aber moglich, dass wichtige Teilhandlungen beim Losen einer Sachaufgabe einen polyvalenten
Charakter erhalten. Dieser kann zur Wirkung gebracht werden, indem diese Teilhandlungen als ge-
sonderte Aufgabenstellungen formuliert werden.

Fiir das Losen von Sachaufgaben wurden zahlreiche unterschiedliche heuristische Orientierungs-
grundlagen fir Schiler vorgeschlagen. Nach unserer Auffassung sollten folgende fliinf Phasen beim
selbststdandigen Losen einer Sachaufgabe durch einen Schiiler unterschieden werden. Zur Aneignung
dieser Orientierungsgrundlage miissen insbesondere in den Jahrgangsstufen fiinf und sechs die ein-
zelnen Phasen in speziellen Aufgabenstellungen gesondert gelibt werden, bevor die Schiiler dann in
den oberen Klassen in jedem Fall versuchen sollten, eine Sachaufgabe selbststandig in Angriff zu
nehmen und nicht zu warten, bis die Losungsideen im Unterrichtgesprach entwickelt werden.

Phasen beim Losen einer Sachaufgabe

1. Erfassen des Sachverhaltes

Analysieren des Sachverhaltes

Suchen nach Lésungsideen und Planen eines Losungsweges
Durchfiihren des Losungsplanes

Kontrolle und Auswertung der Losung und des Losungsweges

vk wnN

Im Unterricht wird oft den ersten drei Phasen zu wenig Beachtung geschenkt. Zum Erfassung des
Sachverhaltes konnen u. a. die folgenden heuristischen Orientierungen verwendet werden. Zur An-
eignung dieser Orientierungen ist es ausreichend, dass die Schiiler sich daran gewdhnen, die betref-
fenden Fragen an sich selbst zu stellen. Auf eine Vermittlung der Bezeichnungen der Methoden kann
verzichtet werden. Nicht bei jeder Aufgabe sind alle Methoden anwendbar.

Heuristische Orientierungen zum Erfassen des Sachverhaltes bei einer Sachaufgabe

(1) Erfassen der Hauptinformation
Worum geht es in der Aufgabe?

(2) Klaren unbekannter Begriffe und Sachverhalte
Verstehe ich alles in dem Text?

(3) Vergleiche mit der Wirklichkeit
Was muss man in Wirklichkeit noch alles beachten?
Welche Angaben sind nur Nédherungswerte?

(4) Stellen weiterer Fragen zu den Informationen
Welche Fragen kénnte ich noch stellen?

(5) Gegenstandliche Veranschaulichung
Kénnte ich mir den Sachverhalt mit Gegenstdnden veranschaulichen?

(6) Schéatzen des Ergebnisses
Wie kénnte vermutlich die Antwort sein?

Die Phase der Erfassung des Sachverhaltes dient vor allem dazu, dass sich die Schiiler in den Sachver-
halt hinein versetzen, bevor sie anfangen, gegebene und gesuchte GréRen aufzuschreiben und Rech-
nungen vorzunehmen.

Aufgaben mit polyvalentem Charakter konnen bei der Orientierung (3) "Vergleiche mit der Wirklich-
keit" formuliert werden. Fast bei jeder Sachaufgabe kann die Frage gestellt werden, inwieweit der
geschilderte Sachverhalt mit der Wirklichkeit libereinstimmt. Dazu kdnnen die Schiler meist viele
Gedanken entwickeln, womit das Hineinversetzen in den Sachverhalt gut unterstitzt wird.
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Mit einem Bagger soll ein 22 m langer Graben ausgehoben werden, der 1,5 m tief und
55 cm breit ist. Wie viele Kubikmeter Erde miissen dazu bewegt werden?

Zur Lésung dieser Aufgabe wird der Graben als ein Quader angesehen und das Volumen
als Produkt aller drei Léingenangaben berechnet. Uberlege, welche Unterschiede es bei
diesem Vorgehen zur Wirklichkeit geben kénnte.

Jeder Schiiler sollte bei einem Vergleich mit der Wirklichkeit zum Beispiel erkennen, dass
die Erdoberflache nicht immer genau waagerecht sein kdnnte, der Graben nicht unbe-

dingt geradlinig verlaufen muss, die Wande nicht immer glatt sein miissen oder der Bag-
ger nicht immer genau eine Tiefe von 1,5 m und eine Breite von 55 cm einhalt. Praktisch
veranlagte Schiler werden eine grolRe Anzahl von einschrankenden Bedingungen finden.

Es ist allerdings nicht immer sinnvoll, dazu ein Unterrichtsgesprach zu fiihren, da die entstehenden
Diskussionen Zeit kosten und vom eigentlichen Losen der Sachaufgabe wegfiihren kénnen.

Nach unseren Erfahrungen sind die Schiiler aus der Grundschule daran gewohnt, zu vorgegebenen
Texten Fragen zu stellen (vgl. Krajewski-Aufgabe, S. 7). Daran kann bei der Vermittlung der Orientie-
rung (4) "Stellen weiterer Fragen" angeknipft werden.

Denke dir zu den angegebenen Informationen Fragen aus, die mit den Daten beantwor-

tet werden kénnen.

— In der Klasse 5a sind 23 Schiilerinnen und Schiiler, und in der Klasse 5b sind es 26.

— Jeder aus der Klasse 5a soll 5 € zum Wandertag mitbringen.

— Im Sportunterricht der Mddchen sollen fiir einen Wettbewerb Gruppen gebildet wer-
den. Aus der Klasse 5a nehmen 12 Mddchen und aus der Klasse 5b 15 Mddchen teil.

Aus den Angaben der ersten beiden Anstriche lassen sich leicht Fragen ableiten, etwa: In
welcher Klasse sind mehr Schiiler? Zum dritten Anstrich sind anspruchsvolle Fragen
moglich, z. B.: Bei welchen GruppengréRen bleiben keine Schiilerinnen Gbrig? (s. S. 28)

Damit die Schiiler die Methode des Stellens weiterer Fragen auch bei "normalen" Aufgaben mit vor-
handener Fragestellung anwenden, sollten auch entsprechende Aufgabenstellungen fiir diese Sach-
aufgaben erfolgen. Damit kdnnte dem Bestreben vieler Schiiler bei Sachaufgaben mit mehr als den

benotigten Angaben entgegengewirkt werden, alle Daten in den Rechnungen verwenden zu wollen.

So haben zum Beispiel in einer zentralen Vergleichsarbeit in 7. Klassen beim Lésen der folgenden
Aufgabe sehr viele Schiiler alle drei GroRenangaben in ihren Rechnungen verwendet, obwohl nur
zwei erforderlich sind. Ein Klassenraum ist 8 m lang, 6 m breit und 3 m hoch. Berechne den Fldchen-
inhalt der gréfSten Wand"®. Wenn die Schiiler es gewohnt gewesen wiren, sich zu fragen, was man mit
den Angaben noch berechnen kénnte, hatten viele auf die Idee kommen kénnen, dass man aus der
Lange, Breite und Hohe eines Raumes auch sein Volumen berechnen kann.

1.4 Zum Unterrichten mit polyvalenten Aufgaben

1.4.1 Generelle Erfahrungen aus der Erprobung von polyvalenten Aufgaben

"Polyvalente Aufgaben wecken in den Schiilern und auch bei mir viele neue Ideen. Sie re-
gen dazu an, freiwillig mal etwas mehr und griindlicher zu (iberlegen, eigene Wege zu
beschreiten und erméglichen Schiilern, beim Vergleichen viel Lob zu erhalten.”

"Polyvalente Aufgaben machen Schiilern Spaf3, weil ihre Bearbeitung fiir jeden zum Er-
folg fiihrt. Sie regen zum Denken an, férdern die Kreativitdit. Schiiler suchen nach vielen
Lésungen und lassen ihrer Phantasie freien Lauf."

* Eine Auswertung von 1295 Schilerarbeiten in 34 Haupt- und Realschulen ergab eine Erfiillungsquote von 20,5 %.
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Diese Einschatzungen von zwei Kursteilnehmerinnen spiegeln die ersten Erfahrungen der Gberwie-
genden Mehrzahl der teilnehmenden Lehrerinnen und Lehrer mit polyvalenten Aufgaben wider.
Nicht jede Aufgabe 16st solche Begeisterung aus, einige erwiesen sich immer wieder als besonders
geeignet, bei anderen gab es durchaus unterschiedliche Erfahrungen, iber die auch berichtet werden
soll. Insgesamt kdnnen aber auf der Grundlage der gesammelten Erfahrungen folgende Einschatzun-
gen getroffen werden.

— Durch die Bearbeitung polyvalenter Aufgaben konnen die Schiiler einen veranderten Zugang zur
Mathematik erleben. Mathematik wird danach weniger als ein starres System gesehen, bei dem
die Losungen nach genau definierten Algorithmen exakt bestimmt werden miissen. Stattdessen
eroffnet sich den Schiilern die Vielfaltigkeit mathematisch gliltiger Betrachtungen, die es in der
Regel jedem erlaubt, sich der Aufgabe entsprechend seinen Fahigkeiten zu ndhern. Durch diesen
Ansatz werden nicht die Wissensliicken der Schiiler betont, sondern eine Vielzahl von jeweils
korrekten Schilerantworten ermoglicht eine genauso hohe Zahl von Erfolgserlebnissen — gerade
bei Schilern, die das bisher im Mathematikunterricht selten erlebt haben.

— Im Ergebnis dieser Erfolgserlebnisse leisten polyvalente Aufgaben einen Beitrag zur langfristigen
Motivation der Schiiler, sie fordern ihre Bereitschaft, sich selbststandig mit einer Aufgabe ausei-
nanderzusetzen und entwickeln ihre Fahigkeiten im Prasentieren von eigenen Arbeitsergebnissen
sowie im Diskutieren der Ergebnisse anderer Schiiler.

— Die mit den polyvalenten Aufgaben beabsichtigten Ziele bei der Entwicklung des mathemati-
schen Wissens und Kénnens der Schiiler (vgl. S. 5) lassen sich in der Regel in guter bis sehr guter
Weise realisieren. Durch den Erlebnischarakter der Aufgabenbearbeitung wird insbesondere ein
hoher Grad der Nachhaltigkeit im Gedéachtnis erreicht.

Diese generellen Erfahrungen sind allerdings an einen bestimmten Umgang mit polyvalenten Aufga-
ben im Unterricht gebunden. Es bedarf einer gewissen Zeit der Gewohnung und Einarbeitung sowohl
auf Seiten der Schiiler als auch der Lehrer. Es miissen insbesondere eine sehr bewusste Auswahl und
Formulierung der Aufgaben vorgenommen und geeignete Orientierungen und auch Materialien be-
reitgestellt werden sowie insbesondere eine geeignete Form der Auswertung der Schiilerergebnisse
erfolgen.

In unseren Kursen zeigte sich immer wieder, dass durch die Diskussion tGber die Formulierung und
Prasentation von Aufgaben sowie ihre geeignete Auswertung immer wieder neue Vorschlage und
Erkenntnisse gewonnen wurden. Auch beim Finden der méglichen Schiillerantworten war der Gedan-
kenaustausch der Kursteilnehmer sehr niitzlich. Polyvalente Aufgaben kénnen und sollten deshalb
die Kommunikation in der Fachschaft férdern.

1.4.2 Empfehlungen zum Einsatz polyvalenter Aufgaben im Unterricht

Zu den Zielen und zur Haufigkeit des Einsatzes polyvalenter Aufgaben

Aus den genannten Erfahrungen ergibt sich bereits, dass polyvalente Aufgaben wie auch andere be-
sondere Formen der Unterrichtsgestaltung (zum Beispiel Durchfiihren von Unterrichtsprojekten)
einen Beitrag zur Entwicklung von Einstellungen und habituellen Lernmotiven leisten kénnen. Dies
allein rechtfertigt allerdings nur ihren gelegentlichen Einsatz im Unterricht, da die Bearbeitung einer
polyvalenten Aufgabe in der Regel einen erheblichen Zeitaufwand von bis zu zwei Unterrichts-
stunden erfordert. Von Ausnahmen abgesehen sollten deshalb polyvalente Aufgaben nur dann ein-
gesetzt werden, wenn damit ein wesentlicher Beitrag zu zentralen Aneignungsprozessen mathemati-
scher Kenntnisse, Fahigkeiten und Fertigkeiten geleistet werden kann (vgl. 1.3). Bei den vorgeschla-
genen Aufgaben werden deshalb auch immer die moéglichen Ziele genannt.

Empfehlungen zur Sozialform

Bei unseren Erprobungen wurden die Aufgaben in der Regel im frontalen Unterricht eingesetzt, wo-
bei oft auch Partnerarbeit erfolgte. Da die Aufgaben im hohen Malie differenzieren, ergibt sich so
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eine sehr glinstige Moglichkeit zur Differenzierung im frontalen Unterricht. Die polyvalenten Aufga-
ben gehoéren deshalb auch zu den so genannten selbst differenzierenden Aufgaben.

In einigen Fallen erwies sich auch die Organisation von kooperativen Lernformen als eine geeignete
Moglichkeit.

Zur Formulierung der Aufgabenstellung

Bei jeder polyvalenten Aufgabe werden stets mehrere Losungen erwartet. Dies flihrte uns zu der
Frage, ob in der Aufgabenstellung diese Erwartung zum Ausdruck gebracht werden soll, etwa durch
Formulierungen der Art "Finde moglichst viele Losungen." Nach langerer Diskussion haben wir uns
dazu entschlossen, diese Formulierungen nicht zu verwenden, da dadurch implizit der polyvalente
Charakter der Aufgaben eingeschrankt wird. Nicht jeder Schiler wird immer viele Lésungen finden
und dann das Gefiihl haben, die Aufgabenstellung nicht voll erfillt zu haben. Ein Merkmal einer poly-
valenten Aufgabe ist es aber gerade, dass bereits mit einer einzigen gefundenen Losung die Aufga-
benstellung vollstandig erfiillt sein sollte. Durch das Erleben einer stets vorhandenen grofReren Zahl
von Lésungen und der Freude beim Finden weiterer Losungen sollten die Schiiler die Bereitschaft
und Gewohnheit entwickeln, ohne explizite Aufforderung stets nach mehreren Losungen einer Auf-
gabe zu suchen. Diese Haltung sollte sich auch auf die Bearbeitung anderer Aufgaben auswirken.

Die Aufgabe sollte weiterhin so formuliert werden, dass keine Fragen bei den Schiilern zum Ver-
standnis der Aufgabenstellung auftreten.

Das Arbeiten mit polyvalenten Aufgaben erfordert in der Regel zwei Arbeitsphasen. In einigen Fallen
hat es sich auch als sinnvoll erwiesen, in einer dritten Arbeitsphase im Anschluss an die Bearbeitung
der Aufgabe eine Systematisierung und Zusammenfassung der Ergebnisse vorzunehmen.

Zur ersten Phase der Bearbeitung der Aufgabe

In der ersten Phase bearbeiten die Schiiler die Aufgabenstellung. Hierzu gehéren das Erfassen der
Aufgabenstellung, das Entwerfen eines Losungsplanes, die eigentliche Lésung der Aufgabe und die
Uberpriifung der Lésung.

Fiir die Gestaltung dieser Phase wurden in den abschlieBenden Gesprachen zur Auswertung der
Fortbildungskurse von den Teilnehmern mehrheitlich folgende Empfehlungen gegeben.

— Nachdem der Lehrer die Aufgabe moglichst in schriftlicher Form gestellt hat, sollte er keine wei-
teren Erldauterungen zur Aufgabenstellung und zum Vorgehen bei der Losung der Aufgabe geben.

— Die Schiiler sollten dann selbststdandig oder auch in Partnerarbeit die Aufgabe bearbeiten und
ihre Losungen im Heft, auf vorbereiteten Arbeitsblattern oder sonstigen bereitgestellten Mate-
rialien notieren.

— Wahrend der selbststandigen Bearbeitung der Aufgabe sollte der Lehrer keine weiteren Hinweise
und Hilfestellungen geben.

Zur zweiten Phase der Bearbeitung der Aufgabe

In der zweiten Arbeitsphase stellen die Schiiler ihre Ergebnisse zur Diskussion. Diese Phase erfolgt
durch eine Kommunikation im gesamten Klassenverband. Das Besprechen unterschiedlicher Schiiler-
antworten ist mehr als nur eine Kontrolle auf "Richtigkeit". Die der Aufgabenbearbeitung folgende
Diskussion in der Klasse setzt den Lernprozess beim einzelnen Schiiler fort. Der Schiiler kann die
Ideen seiner Mitschiiler nachvollziehen und sich zu eigen machen. Damit dient die Phase der Diskus-
sion der Losungen auch dem Entwickeln allgemeiner Fahigkeiten, wie z. B. dem Argumentieren, dem
Kommunizieren und dem Verwenden mathematischer Darstellungen.

Das Darstellen von Losungswegen, das Begriinden und Argumentieren sind Schiilertatigkeiten, die
einen festen Platz in der gesamten Unterrichtskultur haben sollten. Dem Sprechen der Schiler vor
der Klasse zu mathematischen Sachverhalten kommt in diesem Zusammenhang eine besondere Be-
deutung zu.
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In dieser Prasentationsphase konnten wir oft erleben, dass einige Schiiler nach dem Vorstellen von
Losungen anderer Schiiler weitere ldeen entwickelten.

Fiir diese Phase, deren Gestaltung sich als besonders anspruchsvoll und neuartig erwies, ergeben sich
aus unseren Erprobungen folgende allgemeine Empfehlungen.

— Diese Phase der Prasentation der Ergebnisse muss durch den Lehrer sorgfaltig vorbereitet wer-
den. Insbesondere ist zu Gberlegen, welche Materialien (z. B. Folien, groRformatige Papiere,
Magnete und anderes) bereitgestellt werden sollten.

— Es sollte ausreichend Zeit fiir die Prasentation der Ergebnisse eingeplant werden, oft ist mindes-
tens die doppelte Zeit im Vergleich zur ersten Phase erforderlich.

— Die Schiler sollten selbststandig und eigenverantwortlich ihre Ergebnisse prasentieren. Der Leh-
rer sollte sich dabei zurlicknehmen.

— Die Schiiler sollten angeregt werden, miteinander zu diskutieren.
— Es sollte zuerst "mathematisch zuriickhaltende" Schiiler zur Prasentation angeregt werden.
— Leistungsstarke Schiiler sollten generell zuletzt ihre Ergebnisse vortragen.

— Mitteilungsbediirftige Schiler sollten schnell durch eine friihe Prasentationsmoglichkeit "beru-
higt" werden.

Weitere Empfehlungen

Neben den bisherigen Empfehlungen, die mehrheitlich von den Teilnehmern gemacht wurden, gab
es auch von einzelnen folgende Anregungen.

— Ein oder zwei Schiiler kénnen ihre Aufgaben hinter der Tafel bearbeiten.

— Bei Aufgaben, bei denen Fragen zu vorgegebenen Sachverhalten gesucht werden, sollten die
Schiiler zwischen Fragen unterscheiden, die wahrscheinlich mit dem Aufgabentext verbunden
sind und weiteren moglichen Fragestellungen, die dariiber hinausgehen.

— Zur rationellen Prasentation der Schiilerantworten sollte der Lehrer wahrend der selbststandigen
Schiilerarbeit durch die Klasse gehen und Schiiler mit interessanten unterschiedlichen Antworten
auswahlen.

— Die Auswertungsphase kann damit verbunden werden, Moéglichkeiten zur Prasentation von Er-
gebnissen zu vermitteln und zu tGben.

— Essollten Regeln fir das Sprechen vor der Klasse aufgestellt werden.

— Wahrend Schiiler ihre Ergebnisse vorstellen, konnen die anderen Beobachtungsaufgaben erhal-
ten, in dem sie z. B. Uberpriifen, ob ihre Losungen schon dabei sind oder Losungen doppelt vor-
kommen.

Stolpersteine

Wir haben die Teilnehmer auch gebeten, mogliche "Stolpersteine" beim Arbeiten mit polyvalenten
Aufgaben im Unterricht anzugeben. Folgendes sollte vermieden werden bzw. kdnnte kritisch sein.
— Wahrend der ersten Arbeitsphase werden Schiilerfragen beantwortet.

— Die Auswertungsphase gleitet in ein lehrerzentriertes Unterrichtsgesprach ab.

— Der Lehrerredet zu viel und prasentiert selbst die Ergebnisse.

— Es kénnen immer die gleichen Schiiler ihre Ergebnisse vorstellen.

— Inder Auswertungsphase werden durch den Lehrer wahrend des Vorstellens der Losungen der
Schiiler Fragen gestellt und Hinweise gegeben.

— Inder Auswertungsphase verzettelt man sich in einer Diskussion nebensachlicher Fragen, der
rote Faden ist nicht mehr erkennbar.

— Werden die Antworten auf Folien prasentiert, kann der Vergleich der Ergebnisse verloren gehen.
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— Schreiben die Schiiler ihre Ergebnisse selbst an die Tafel, konnen diese fiir andere manchmal
nicht lesbar sein.

— Durch die Vorstellung sehr vieler Ergebnisse kann die Ubersicht verloren gehen.

— Die Auswertungsphase dauert zu lange, und das Interesse der Schiiler geht verloren.

Zur Bewertung polyvalenter Aufgaben

Bei der durchaus umstrittenen Frage der Bewertung polyvalenter Aufgaben sollte beachtet werden,
dass eine Bewertung nicht nur durch Zensuren, sondern auch durch mimische, gestische oder stimm-
lich bekraftigende bzw. korrigierende Zuwendungen des Lehrers sowie durch miindliche oder schrift-
liche Worturteile moglich ist.

Wollte man polyvalente Aufgaben in der gleichen Weise wie geschlossene benoten, miissten eine
Menge verschiedener Lésungswege und Losungen im Vorfeld als Erwartungsbild mit einem Bewer-
tungsmalistab versehen werden. Dieses Vorgehen ware sehr aufwandig. Hinzu kommt, dass man bei
aller Weitsicht trotzdem von unvorhergesehenen Losungsvorschldagen der Schiiler Gberrascht werden
kann.

Im Ergebnis von Diskussionen mit den Kursteilnehmern wurden folgende Standpunkte zum Problem
der Bewertung polyvalenter Aufgaben erarbeitet.

— Damit die Bearbeitung polyvalenter Aufgaben im Unterricht von den Schiilern auch ernst ge-
nommen wird, sollten auch gelegentlich Leistungen einzelner Schiiler mit einer Note bewertet
werden. Die kreative und offene Arbeitsatmosphare sollte aber nicht durch den Druck einer mog-
lichen Zensierung negativ beeinflusst werden.

— Die Bearbeitung polyvalenter Aufgaben ermdoglicht es, in der Auswertungsphase in besonderem
Mafe durch mimische, gestische oder stimmliche Zuwendungen des Lehrers sowie miindliche
Worturteile eine Bewertung von Schilerleistungen aller Leistungsgruppen vorzunehmen. Gegen-
stand dieser Bewertungen kénnen die Wahl einer geeigneten Darstellungsform, die Anzahl ver-
schiedener Prasentationsformen, die sprachliche und optische Gestaltung der Ergebnisdarstel-
lung oder die Beteiligung von Schiilern an der Diskussion mit durchdachten Fragestellungen oder
von Hinweisen zu Lésungen sein.

— Bestimmte polyvalente Aufgaben kdnnen auch in schriftlichen Leistungserhebungen eingesetzt
werden. Um analog zur miindlichen Bearbeitung der Aufgabe jedem Schiiler ein Erfolgserlebnis
zu vermitteln, wenn er eine der moglichen Antworten gefunden hat, sollten etwa 50 % der vor-
her festgelegten Gesamtpunktzahl fiir eine der méglichen richtigen Antworten vergeben werden.
Die restlichen fir die Bewertung vorgesehenen Punkte sollten fiir weitere richtige Antworten
vergeben werden. Dabei ist auch die Qualitdt der Antworten zu beachten. Eine derartige Verfah-
rensweise sollte vor der ersten Anwendung gemeinsam mit den Schiilern besprochen werden.

— Eine polyvalente Aufgabe sollte in einer Arbeit als letzte Aufgabe gestellt werden, um zu verhin-
dern, dass sich Schiiler zu Beginn der Arbeit zu lange daran aufhalten.

Polyvalente Aufgaben im schulischen Umfeld

Wer beginnt, polyvalente Aufgaben zu einem Bestandteil seines Unterrichts zu machen, sollte in Be-
tracht ziehen, dass diese Innovation Fragen, Irritationen und vereinzelt auch Widerstande hervorru-
fen kann. Das ist besonders von Bedeutung, wenn die Arbeit an polyvalenten Aufgaben auch bewer-
tet werden soll. Wir empfehlen, rechtzeitig Fachkonferenzen, schulinterne Fortbildungen und Eltern-
abende zu nutzen, um die anstehenden Verdanderungen im Mathematikunterricht transparent zu
machen und dadurch Unterstiitzung fir das Anliegen zu gewinnen, den Mathematikunterricht etwas
anders zu gestalten.
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1.4.3 Zu den Aufgaben in der Broschiire

Wir haben in schuljahresbegleitenden internetgestiitzten Lehrerfortbildungen, an denen bis zum
Schuljahr 2009/10 etwa 120 Kolleginnen und Kollegen aus Mecklenburg-Vorpommern und aus Berlin
teilgenommen haben, zahlreiche Aufgaben erprobt, die nach unserer ersten Einschatzung einen
polyvalenten Charakter haben kénnten. In der Mehrzahl der Falle hat sich dies auch bestatigt. Zu
diesen Aufgaben werden in der vorliegenden dritten Auflage der Broschiire die damit gesammelten
Erfahrungen dargestellt. Die ausfiihrlichen Erfahrungsberichte zu den Aufgaben kénnen auch unter
http://www.mathe-mv.de eingesehen werden.

Zu den noch nicht erprobten Aufgaben geben wir lediglich einige kurze Hinweise zur Unterrichtsge-
staltung und zu moglichen Schillerantworten, die nach unseren bisherigen Erfahrungen denkbar sind.
Die praktische Erprobung wird auch hier zu einer viel gréBeren Vielfalt der Gestaltungsmoglichkeiten
und Schiilerantworten fiihren.

Bei jeder Aufgabe geben wir deren mogliche Beziige zur Aneignung von mathematischen Wissen und
Kénnen in bestimmten Lernprozessen an. Damit soll verdeutlicht werden, dass die ausgewahlten
polyvalenten Aufgaben einen wesentlichen Beitrag zur Entwicklung der mathematischen Bildung der
Schiiler leisten kdnnen.

Mit der Angabe der zahlreichen Antwortmaoglichkeiten ist nicht gemeint, dass alle diese Antworten
auch in der Auswertung der Aufgaben zu behandeln sind.

Wir freuen uns lber Erfahrungsberichte zu den Aufgaben, die Sie per Mail an mathedidaktik@uni-
rostock.de schicken kénnen.



Stoffverteilungsvorschlag fiir die Klassen 5 und 6 19

2 Stoffverteilungsvorschlag fiir die Klassen 5 und 6

Der Stoffverteilungsvorschlag ist als eine Unterstiitzung bei der Aufstellung schuleigener Fachplane®
fiir den Bereich der Sachkompetenz zu verstehen.

Die fiir das Lernen genutzte Unterrichtszeit hat sich in Untersuchungen der empirischen Bildungsfor-
schung neben einer klaren Strukturierung des Unterrichts als eines der entscheidenden Kriterien fir
eine hohe Qualitit des fachlichen Lernens erwiesen®. Die Planung der einzelnen Unterrichtszeiten,
die zur Realisierung der zahlreichen Ziele und Inhalte des Mathematikunterrichts in den Klassen 5
und 6 vorzusehen sind, ist allerdings ein sehr komplexes Problem. Dieses so genannte Stoff-Zeit-
Problem spielt in der taglichen Arbeit eines jeden Lehrers eine erhebliche Rolle. Es gibt allerdings in
Mecklenburg-Vorpommern kaum Untersuchungen, Planungen und Orientierungen fir zeitliche Rah-
menbedingungen. Im nationalen MaRstab haben Bundesldander, deren Plane gut durchdachte zeitli-
che Orientierungswerte und konkrete Anforderungen enthalten, bei nationalen und internationalen
Leistungsvergleichen wesentlich besser abgeschnitten als Bundeslander, in denen dies nicht der Fall
ist.

In der Schule wird das Stoff-Zeit-Problem haufig mit defizitaren Sichtweisen verbunden. Die Zeit, die
einem Lehrer zur Verfligung steht, um die Unterrichtsziele auf dem von ihm persénlich erwarteten
Niveau zu realisieren, wird in der Regel als viel zu gering empfunden. Dies fiihrt dann bei vielen Leh-
rern zu einem standigen Gefiihl fehlender Zeit und unbefriedigender Lernergebnisse. Untersuchun-
gen in Mecklenburg-Vorpommern zur realisierten Stoffverteilung ergaben erhebliche Differenzen bei
den Themengebieten der Klassen 5 und 6, die bei den nattirlichen und gebrochenen Zahlen bis zu
100 Stunden betrugen. Die Ausdehnung der aufgewendeten Zeit fir einzelne Themen fiihrt unwei-
gerlich zu einer Reduzierung der Zeit fiir andere Gebiete.

Wir halten langfristig eine Anderung der gegenwirtig dominierenden Sichtweise auf das Stoff-Zeit-
Problem fiir erforderlich. Die fiir ein bestimmtes Themengebiet und auch fir einzelne Unterrichts-
einheiten zur Verfligung stehende Zeit sollte als eine gegebene und im Wesentlichen nur wenig ver-
dnderbare GroRe angesehen werden. Die Aufgabe eines Lehrers besteht dann darin, in der zur Verfu-
gung stehenden Zeit moglichst optimale Ergebnisse unter Beriicksichtigung der konkreten Klassensi-
tuation zu erreichen.

Die Festlegung der zeitlichen Rahmenbedingungen kann allerdings nicht aus Sicht eines einzelnen
Lehrers oder Fachkollegiums erfolgen. Sie ergibt sich als wissenschaftliches Problem aus den not-
wendigen Zeiten fiir die Aneignung der betreffenden Lerngegenstdnde, aus den Lernprozessen, die
im weiteren Schulverlauf zu konzipieren sind und aus der Festlegung der Anforderungen in zentralen
Leistungstiberpriifungen.

Der Begriff Unterrichtsstoff wird im engeren Sinne als Element einer wissenschaftlichen Theorie auf-
gefasst. Es hat sich in unserem Land aus historischen Griinden aber langst eine erweiterte Fassung
des Stoffbegriffs im Denken von Rahmenplanautoren und Lehrern durchgesetzt, die auch Vorstellun-
gen, Fertigkeiten, Fahigkeiten bzw. geistige Tatigkeiten in den Stoffbegriff einbezieht. Wenn etwa in
einem Plan vom Bruchbegriff die Rede ist, so versteht jeder Lehrer darunter nicht nur die mathemati-
sche Definition des Begriffes Bruch, sondern die Vermittlung samtlicher inhaltlicher Aspekte des
Bruchbegriffes und der Fahigkeiten im Umgang mit Briichen in verschiedenen Sachsituationen. Es
macht deshalb wenig Sinn, den bewdhrten Stoffbegriff in einen Gegensatz zum neuen Kompetenzbe-
griff zu bringen. Die Aneignung jeglichen Unterrichtsstoffes ist immer mit der Ausbildung fachspezifi-
scher Kompetenzen verbunden und Kompetenzen ohne stoffliche Inhalte gibt es nicht. Wir bleiben
deshalb bei der Bezeichnung "Stoffverteilungsplan".

> Vgl.: Leitfaden Schulinterner Lehrplan, L.I.S.A. M-V, Schwerin 2006
6 Meyer, H.: Was ist guter Unterricht. — Berlin : Cornelsen Verlag, 2004
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Stoffverteilungsvorschlag fur die Klassen 5 und 6

Klasse 5 Std. Klasse 6 Std.
1 Natiirliche Zahlen 40 1 Teilbarkeit 12
Einstieg ins neue Schuljahr 3 1.1 Teilermengen und Primzahlen 4
1.1 Verwenden und Darstellen nat. Zahlen 5 1.2 Teilbarkeitsregeln 4
1.2 Rechenoperationen mit natirlichen Zahlen 10 1.3 Kleinstes gemeinsames Vielfaches 3
1.3 Rechengesetze, Vorrangregeln 3 1.4 GroRter gemeinsamer Teiler 1
1.4 Schriftliche Rechenverfahren 10 2 Gebrochene Zahlen 40
1.5 Gleichungen und Ungleichungen 4 2.1 Ruckblick; Begriff der gebrochenen Zahl 5
1.6 Gemischte Aufgaben 5 2.2 Gleichnamigmachen von Briichen 2
2 Beschreiben und Auswerten zufilliger Vor- | 10 2.3 Vergleichen und Ordnen von ungleichna- 3
gadnge migen Briichen
2.1 Zufallige Vorgdnge, Wahrscheinlichkeit 4 2.4 Addieren und Subtrahieren von ungleich- 5
2.2 Durchfiihren und Auswerten statistischer 6 namigen Brichen
Untersuchungen 2.5 Multiplizieren von Briichen 4
3 Gebrochene Zahlen 25 2.6 Dividieren durch einen Bruch 3
3.1 Bruchbegriff, Darstellen von Briichen auf 4 2.7 Dividieren von Dezimalbriichen; 8
dem Zahlenstrahl Periodische Dezimalbriiche
3.2 Erweitern und Kiirzen von Briichen 3 2.8 Eigenschaften gebrochener Zahlen 4
3.3 Vergleichen und Ordnen, Addieren und 3 2.9 Gemischte Aufgaben 6
Subtrahieren gleichnamiger Briiche 3 Stochastik 18
3.4 Dezimalbriiche 2 3.1 Ermitteln der Anzahl von Méglichkeiten 3
3.5 Vergleichen, Ordnen und Runden von Dezi- 3 3.2 Wabhrscheinlichkeit und relative Haufigkeit 3
malbrichen 3.3 Berechnen von Wahrscheinlichkeiten 4
3.6 Rechnen mit Dezimalbriichen 6 3.4 Arithmetisches Mittel 4
3.7 Gemischte Aufgaben 4 3.5 Darstellen und Auswerten von Daten 4
4  GroBen 16 4  Geometrie 70
Ruickblick 1 4.1 Geometrische Abbildungen 12
4.1 Wahrung 2 4.2 Winkelbeziehungen 9
4.2 Masse 3 4.3 Konstruieren 3
4.3 Zeit 4 4.4 Dreiecke 16
4.4 lange 3 4.5 Vierecke 10
4.5 Gemischte Aufgaben 3 4.6 Korper 15
5 Ebene Geometrie 25 4.7 Gemischte Aufgaben 5
Rickblick 4 Summe: 140
5.1 Winkelbegriff 6
5.2 Das Koordinatensystem 2
5.3 Spiegelungen 3
5.4 Umfang und Flacheninhalt von Figuren 6
5.5 Gemischte Aufgaben 4
6  Raumliche Geometrie 24
Rickblick 4
6.1 Geometrische Kérper — Eigenschaften von 2
Quadern
6.2 Schragbilder von Quadern 4
6.3 Berechnen des Oberflacheninhalts von Qua- 2
dern
6.4 Volumen von Kérpern — Einheiten des Volu- 6
mens
6.5 Gemischte Aufgaben 6
Summe: 140
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3 Natiirliche Zahlen und Teilbarkeit
Hinweise zu den Aufgaben zu natiirlichen Zahlen

El
Roy liest in der Zeitung: "In der neuen Konzerthalle gibt es 84 Reihen mit je 72 Platzen."
Stelle dir dazu eine Frage und beantworte sie.

E2
Firr eine Urlaubsreise plant Familie Krajewski 380 € Benzinkosten, 970 € fiir die Unterkunft, 400 € fir
die Verpflegung und 270 € fir Ausflige. In der Urlaubskasse sind 1800 €.

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Mit diesen Sachaufgaben, die keine oder eine offene Fragestellung enthalten, kénnen die Schiiler an
das Arbeiten mit offenen Aufgaben herangefiihrt werden. In der Regel sollten die Schiiler hierzu Er-
fahrungen aus der Primarstufe mitbringen, so dass sich die Notwendigkeit einer "Gewoéhnungsphase"
in Klasse 5 aus der vorhandenen Vertrautheit mit diesem Aufgabentyp eribrigt.

Mit diesen Aufgaben kénnen die Einstellungen und Fahigkeiten zum Erfassen des Sachverhalts bei
Sachaufgaben entwickelt werden (vgl. S. 12).

Zur Vorbereitung auf das Arbeiten mit polyvalenten Aufgaben kdénnen die Schiiler mit diesen Aufga-
ben daran gewohnt werden, dass sie moglichst viele Antworten bei solchen Aufgaben suchen sollten,
auch wenn dies in der Aufgabenstellung nicht explizit verlangt ist.

Hinweise zum Einsatz der Aufgaben

Beide Aufgaben sind zu Beginn der Klasse 5 bei der Reaktivierung der Kenntnisse und Gewohnheiten
zum Losen von Sachaufgaben aus der Grundschule einsetzbar.

E1:

Die Schiiler sollten zunachst 5 Minuten Zeit bekommen, um sich mégliche Fragestellungen zu tberle-
gen. Dabei kann besonders bei leistungsstarken Schiilern der Hinweis auf das Hinzufligen von Infor-
mationen gegeben werden.

E2:

Im Unterschied zu Aufgabe E1 ist hier keine explizite Aufgabenstellung enthalten. Bei Erprobungen
zeigt sich, dass die meisten Schiiler mit so einem Aufgabentyp vertraut sind und sofort beginnen,
Uberlegungen zum Sachverhalt zu entwickeln und Fragen zu stellen (vgl. S. 7).

Fiir die Feststellung, dass das vorhandene Geld nicht ausreicht, bendtigen die Schiiler etwa 5
Minuten. In der Grundschule ware hier die Sachaufgabe als gelost beendet worden. Jetzt kann der
Lehrer den Hinweis geben, dass es nicht nur darum geht, herauszufinden, dass die Summe der
geplanten Kosten das Budget um 220 Euro Ubersteigt, sondern dass auch Losungsmoglichkeiten fir
dieses Problem der Familie Krajewski gefunden werden kdnnten. Hieraus ergibt sich dann eine
Vielfalt von Moglichkeiten. Fiir die Ideensammlung zur Losung des Problems sollten noch einmal 5
Minuten zur Verfligung gestellt werden.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

E1:

Viele Schiiler sind oftmals mit einer Frage zufrieden. Es sollte hier Impulse durch den Lehrer gegeben
werden, dass die Schiler moglichst viele weitere interessante Fragen finden.

Mogliche Fragestellungen waren:

— Wie viele Platze gibt es in der Konzerthalle?

—  Wie hoch ist das Eintrittsgeld insgesamt, wenn eine Karte 5 Euro kostet?

Das Hinzufligen von Informationen erhéht den Grad der Offenheit deutlich, wie z. B.

— Eine Karte kostet 10 €, Kinder zahlen die Halfte.
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— Die gesamten Kosten einer geplanten Veranstaltung (z. B. Kiinstlergagen, Bezahlung des Perso-
nals, Technik) betragen 40 000 €.

E2:

Denkbare und zu diskutierende Schiilerantworten kénnen hier sein: "Sie brauchen mehr Geld", "Sie

missen noch sparen”, "Sie kdnnen nicht fahren" oder "Sie miissen die Ausfliige weglassen".

Verschiedene Rechenstrategien sind ebenfalls moglich. Der Versuch des Abziehens aller Einzelpositi-

onen vom Gesamtbudget (1800 — 380 — 970 — 400 — 270 = ?) fihrt ebenso zu gliltigen Antworten wie

der Vergleich der gesamten geplanten Ausgaben mit der zur Verfligung stehenden Summe (380 +

970 + 400 + 270 > 1800).

Weitere Hinweise

Aufgaben und dazugehorige Losungen kénnen auch auf unterschiedliche zusammengehorige
Kartchen oder auf der Vor- und Riickseite einer Karte erstellt werden. So hat man fir die Klasse zu-
satzliche Aufgaben fiir eine Freiarbeitsphase im Unterricht oder zur Differenzierung. Hier sollte dann
fiir die Erstellung eines Aufgabenpools wesentlich mehr Zeit eingeplant werden.

Aufgabe 1
In einer Zahlenmauer ist eine Zahl (bis auf die Zahlen der untersten Reihe) immer die Summe bzw.

das Produkt der beiden darunter stehenden Zahlen.
Baue selbst verschiedene Zahlenmauern. llll|V Malﬂnt
nye

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Ziel der Aufgabe ist das Festigen der Kopfrechenfertigkeiten im Addieren und Multiplizieren. Die
Schiiler trainieren auf spielerische Weise den Umgang mit den natirlichen Zahlen und wenden Kopf-
rechenverfahren flir die Rechenoperationen sowie das Kommutativgesetz an.

Bei der Aufgabe geht es um das Zerlegen von Zahlen in Summen und Produkte. Dieser Typ von Um-
kehraufgaben zum Berechnen von Summen und Produkten ist ein notwendiger Bestandteil der Ent-
wicklung von sicheren Fertigkeiten im Rechnen mit natiirlichen Zahlen.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

Die Zahlenmauern sind den Schiilern bereits aus der Grundschule bekannt, so dass die Aufgabe ohne
Erklarung des Lehrers eingesetzt werden kann. Fiir das Losen der Aufgabe werden in der Broschiire
sechs Zahlenmauern vorgegeben. Damit ware die Offenheit eigentlich eingeschrankt. Natirlich kén-
nen die Schiiler noch weitere Zahlenmauern zeichnen, um noch weitere Lésungen aufzunehmen. Fir
das Finden von moglichst vielen Lésungen sollten den Schiilern fir beide Aufgaben jeweils mindes-
tens 15 Minuten zur Verfligung gestellt werden.

Zum Prasentieren der verschiedenen Losungen hat sich der Einsatz eines Projektors und zweier Foli-
en bewahrt. Auf die untere Folie ist eine Zahlenmauer kopiert worden, auf der oberen, verschiebba-
ren Folie kdnnen die Schiler mit Folienstiften zeitsparend ihre Lésungen eintragen.

Die Aufgabe hat in den zahlreichen Erprobungen den Schiilern stets viel Spall gemacht.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

Bei den Aufgaben sind in der zweiten Zeile alle Zerlegungen der Zahl 100 in eine Summe aus zwei
Summanden bzw. der Zahl 180 in ein Produkt aus zwei Faktoren moglich. Das Ausfillen der Mauer
erfolgt von oben nach unten.

Mogliche Losungen:

a) Die Zahl 100 wird durch Addieren erreicht.

100 100 100

| 51 | 49 | | 50 | 50 | | 10 | 90 |

| 212 | 30 | 19 | | 25 | 25 | 25 | | 5 | 5 | 85
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100 100 100
| 98 | | 1 ]
1 | 97 | | o | 1

N

| 1

b) Die Zahl 180 wird durch Multiplizieren erreicht.

180 180 180
|
3

| 2 | 90 | | 3 60 | | 4 | 45 |
|1 | 2 | 4 | | 1 | | 20 | | 4 | 1 | 45
180 180 180
| 6 | 30 | | 9 | 20 | | 1 | 180 |
. 2 | 3 | 10 | | 9 | 1 | 20 | | 1 | 1 | 18 |

Zu den Erfahrungen in den Erprobungen:

— Es wurde oft bei den Additionsmauern mit Vielfachen von 10 und 5 gearbeitet.

— Einige Schiiler probierten Zahlenpaare systematisch durch, wie z. B. 80 + 20, 79 + 21, 78 + 22.

— Die Zahlen 0 und 1 wurden selten benutzt.

— Die Schiler haben oft nur die Zahlen vertauscht, was zu Diskussionen (ber die Verschiedenheit
der Losungen angeregt hat.

— Das Zerlegen der Zahl 180 in Faktoren bereitete in einigen Klassen einer Reihe von Schiilern gro-
Rere Schwierigkeiten.

— Die Schiiler waren oft erstaunt iber die zahlreichen Losungen, eine Schiilerin fand 40 Mauern.

Die unterschiedliche Qualitat der Antworten ergibt sich durch die Anzahl der gefundenen Losungen
und die Berticksichtigung von Sonderfallen, insbesondere mit den Zahlen 0 bzw. 1.

Um die oft unlibersichtliche Vielfalt der Losungen etwas zu begrenzen, konnte zu Beginn der Aufga-
benstellung vereinbart werden, dass das Vertauschen von Summanden beziehungsweise Faktoren
keine neue Lésung darstellt.

Weitere Hinweise
In einigen Klassen zeigte sich, dass die Schiiler nicht aus der Grundschule mit dem Aufgabentyp ver-
traut sind. In diesen Fillen miissen vor dem Bearbeiten dieser polyvalenten Aufgabe Ubungen zum
Arbeiten mit Zahlenmauern durchgefiihrt werden, bei denen die Mauern von unten nach oben auf-
zubauen bzw. Liicken auszufiillen sind.
Eine mogliche Aufgabenstellung ist die folgende, die auch in den Erprobungen mit Erfolg eingesetzt
wurde. Dabei handelt sich allerdings nicht um eine polyvalente Aufgabe.
In einer Zahlenmauer ist eine Zahl (bis auf die Zahlen der untersten Reihe) immer die Summe bzw.
das Produkt der beiden darunter stehenden Zahlen.
a) Fille die linke Zahlenmauer vollstandig aus.
b) Trage in die rechte Zahlenmauer die Zahlen 23; 24; 25; 26; 49; 51; 100; 200 ein.

Sie kénnen auch doppelt vorkommen.

14 2
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Losung der Aufgabe:
141
| 62 | 79 |
| 31 | 31 | 48 | 200
| 21 | 10 | 21 | 27 | | 100 | 100 |
| 17 | 4 | e | 15 | 12 | | 49 | 51 | 49 |
14 | 3 | 1 | 5 | 10 | 2 | | 23 | 26 | 25 | 24 |
Aufgabe 2
Beschrifte die Markierungen der Skalen.
| | | | | lent
! ! ! ! ! @
10 \Illl\w\ij///

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Das Ziel dieser Aufgabe ist die Entwicklung von Fertigkeiten im Ablesen von Skalen, die in verschie-
denen Unterrichtsfachern und im taglichen Leben oft benoétigt werden. Die Aufgabe ist eine Umkehr-
aufgabe der Standardaufgabe im Ablesen von Werten aus beschrifteten Skalen. Mit der Aufgabe
kann durch die zahlreichen Lésungsmoglichkeiten und die groRe Aktivitat der Schiiler insbesondere
die grundlegende Handlung verinnerlicht werden, dass man beim Arbeiten auf Skalen immer in glei-
chen Schritten nach rechts oder links gehen muss.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

Die Aufgabe sollte in der Stoffeinheit "Verwenden und Darstellen natiirlicher Zahlen" eingesetzt wer-
den.

Zur Bearbeitung der Aufgabe hat sich Einzelarbeit bewahrt. Die Schiiler sollten erfahren, dass sie
auch mehr als vier Skaleneinteilungen finden kénnen. Wahrend die Schiler ihre Losungen erarbeiten,
kann der Lehrer an der Tafel die Skalen fiir die Prasentation vorbereiten. Da die Aufgabe auch einen
wesentlichen Erkenntnisprozess beinhaltet (Abstand der Skaleneinteilungen ist immer gleich), sollten
sowohl flir das Losen als auch fiir das Prasentieren der Ergebnisse mindestens 10 Minuten eingeplant
werden.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten
Mogliche Beschriftungen der Skalen:

Erfahrungen aus den Erprobungen:

— Man muss mit den Schilern noch besprechen, was mit dem Wort "Markierung" gemeint ist.
Auch der Begriff "Skale" sollte geklart werden.

— Wenn die Schiiler erkannt haben, dass der Abstand der Skaleneinteilungen immer gleich sein
muss, finden sie ganz schnell immer wieder neue Losungen.

— Wenn man mit den Schiilern vorher klart, dass bereits durch zwei Zahlen die fehlenden festgelegt
sind, so erkennen sie bei der Aufgabe sofort, dass nur eine Zahl vorgegeben ist und sie jetzt
selbst die zweite festlegen kbnnen.

— Einige Schiler versuchen zuerst immer, den ersten Strich mit der Null zu beschriften.



Natirliche Zahlen und Teilbarkeit 25

— Manchmal findet ein Schiiler auch eine Einteilung, die auf negative Zahlen fihrt.

— Eine Erkenntnis, die ohne Vorbereitung nur einige Schiiler finden, ist: "Da muss keine Null am
Anfang stehen."

— Zu einer Diskussion flihrte das Zahlen in 4er und 3er Schritten, weil diese Zdhlweise nicht zum
nachsten Zehner fihrt. Am Ende der Diskussion einigten sich die Schiiler, dass die Losungen alle
richtig, aber nicht alltagstauglich sind.

— Einige Schiler fanden auch ausgefallene Losungen: wie -10 0 10 20 30;0 5 10 5 O oder
12 1110 9 8. Zu diesen Losungen gab es viele Diskussionen. Alle Vorschlage sind praktisch
durchaus sinnvoll, was nicht immer erkannt wurde.

— Einige Teilnehmer hatten den Eindruck, dass leistungsschwachere Schiiler langer und intensiver
(kreativer) nach Losungen gesucht haben als leistungsstarkere Schiiler.

Die Aufgabe hat einen ausgepragten polyvalenten Charakter, da fast alle Schiler eine L6sung finden

kénnen und durch die Anzahl und Art der Lésungen viel Spielraum fiir weiterfiihrende Betrachtungen

vorhanden ist (z. B. negative Zahlen, systematische Suche nach allen Méglichkeiten, Rolle der Null,

Sinnhaftigkeit von bestimmten Einteilungen u. a.). Die Aufgabe ist deshalb auch gut geeignet, um die

Schiiler an den fir sie neuen Typ der polyvalenten Aufgaben heranzufihren.

Weitere Hinweise

Als weitere Ubungsméglichkeit kann die Zahl 10 durch eine andere Zahl ausgetauscht werden. In
unserer Erprobung wurden dazu die Zahlen 20, 150 und 3500 verwendet. Dadurch kann man eventu-
ell diese Aufgabe in einer Hausaufgabe oder Kontrolle einsetzen. In der Prasentation der Ergebnisse
hat sich bewahrt, dass die Schiiler die gefundenen Losungen von der Tafel in das Heft lbernehmen.
So haben auch Schiiler mit Konzentrationsproblemen in der Prasentationsphase eine Aufgabe.

Es sollte keine spezielle Sprechweise (z. B. Mittelzahl) und kein Algorithmus zum Losen dieser Aufga-
be vermittelt werden. Ziel der Aufgabe ist es lediglich, die geistige Handlung des gleichmaRigen Ab-

zahlens in Skalen zu festigen. Das Beschriften von Skalen selbst muss nicht als Fertigkeit ausgebildet
werden.

Aufgrund der Bedeutung der auszubildenden Fertigkeiten im Arbeiten mit Skalen sollten Aufgaben
dieses Typs auch im spateren Unterricht in taglichen Ubungen verwendet werden. Dabei ist es aus-
reichend, wenn die vorgegebene Markierung nicht in der Mitte, sondern am 1. Skalenstrich von links
eingetragen wird, da meist ein Ablesen auf einer Skala von links nach rechts erfolgt.

Aufgabe 3
Erfinde zu jeder Rechnung eine interessante Sachaufgabe und schreibe sie auf.
a) 13+17 b) 17 - 13 c)3:7 d)32:4 poly |Z[alent

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Ziele der Aufgabe sind das Festigen der Verwendungsaspekte von Rechenoperationen, z. B.

— Addieren: vermehren, zusammenfassen, hinzufiigen, verlangern, bekommen, ...

— Subtrahieren: verringern, wegnehmen, abziehen, abtrennen, verkiirzen, ausgeben, ...

— Multiplizieren: mehrfaches Addieren, zusammenfassen, vervielfachen, Paarbildung, ...

— Dividieren: mehrfaches Subtrahieren, aufteilen, verteilen, halbieren, dritteln, ...’

Die Schiiler setzen die Rechenoperationen und ihre Formulierungen bewusst in Beziehung und ver-
kniipfen diese fester. Die Schiiler trainieren ihre Ausdrucksfahigkeit und erkennen, welche Vielfalt an
Sachthemen in mathematische Modelle gebracht werden kénnen bzw. die Umkehrung dessen. Die
Aufgabe nimmt den Schiilern die Angst vor dem Losen von Sachaufgaben. Das Jonglieren mit ver-
schiedenen Begriffen fiir ein und dieselbe Aufgabe trainiert die Beweglichkeit beim Denken und das
richtige Zuordnen. Bei der Formulierung von sinnvollen Sachaufgaben spiegeln die Schiiler z. T. ihre
eigene Erlebniswelt wieder.

7 Vgl. Broschire "Sicheres Wissen und Kdnnen im Rechnen mit Zahlen und GréRen", Schwerin 2009, S. 10.12
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Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

Das Zahlenmaterial ist fiir diese Aufgabe bewusst so gewahlt worden, dass die Schiiler die Mdglich-
keit haben, verschiedene reale Sachverhalte zu finden. GroBe Zahlen, welche eher dem Leistungs-
niveau der Schiiler entsprechen, reduzieren die Anzahl der Sachverhalte. Es ist die Frage diskutiert
worden, ob die verwendeten Zahlenwerte nicht zu simpel fiir die Orientierungsstufe sind. Eine Er-
probung hoherer Zahlenwerte ergab aber, dass die Zahl gefundener Sachverhalte aus dem Erfah-
rungsbereich der Schiiler soweit abnahm, dass der polyvalente Charakter der Aufgabe verloren ging.
Es ist nicht notig, alle Teilaufgaben zu bearbeiten. Die Diskussion der Schiilerantworten erfolgt sepa-
rat flr jede Teilaufgabe.

Bewahrt hat sich flir den Einsatz der Aufgabe die Partnerarbeit. Dabei liberlegen sich die Partner
verschiedene Sachverhalte fiir die Teilaufgaben. Fir eine Teilaufgabe sollten zum Finden und Auf-
schreiben der Sachverhalte mindestens 10 Minuten zur Verfligung gestellt werden.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

Erfahrungen aus den Erprobungen:

— Die Aufgabe hat den Schiilern viel Freude bereitet. Die Qualitat der Antworten ist oft unter-
schiedlich. Die meisten Schiler treffen den Sachverhalt, wenige sind falsch oder widersprichlich.
Die Inhalte der Aufgaben waren immer alltagsbezogen z. B. Natur, Technik, Schule, Phantasie.

— Die Formulierungen fir die Divisionsaufgabe fiel den Schiilern am schwersten.

— Die Aufgabe passt auch gut in hohere Klassenstufen, z. B. Klasse 8 (Struktur und Aufstellen von
Termen) oder auch als Wahlaufgabe fiir starkere Schiiler in der Wochenplanarbeit.

Schiillerantworten zu 13 + 17

— Meine Freundin hat 17 neue CDs und ich habe 13. Wie viele haben wir zusammen?

— Auf einem Parkplatz parken 17 Autos. Zwei Stunden spater haben sich noch 13 Wagen dazuge-
stellt. Wie viele Autos stehen jetzt auf dem Platz?

Schiillerantworten zu 17 — 13

— Ich habe 17 € und will mir eine CD fiir 13 € kaufen. Wie viel Geld bleibt fir Eis tGbrig?

— Im Hundeheim sind 17 Hunde. 13 werden an neue Besitzer vermittelt. Um wie viele Tiere muss
man sich im Heim jetzt noch kiimmern?

Schiillerantworten zu 3 - 7

— Philipp hat 3 Sparschweine. In jedem sind 7 €. Wie viel Geld hat er insgesamt?

— Ich habe 7 Teddys. Meine Freundin hat 3mal so viele. Wie viele Teddys hat meine Freundin?

Schiillerantworten zu 32 : 4

— Jan hat 32 Bonbons. Diese will er mit Lukas, Mehmet und Dominik gerecht teilen. Wie viele Bon-
bons bekommt jeder?

— EinTischler hat ein Brett, das 32 cm lang ist. Er sdgt es in vier gleich lange Stlicke. Wie lang ist
jedes Stiick?

Aufgabe 4
Suche dir von den finf Potenzen zwei heraus und vergleiche sie miteinander.
Finde Gemeinsamkeiten und Unterschiede.

(1) 10° (2) 5° (3) 10° (4) 2° (5)3°

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Das Ziel der Aufgabe ist die Festigung der Begriffe Zehnerpotenz, Quadratzahl, Basis, Exponent und
Potenz. Die sichere Kenntnis dieser Begriffe ist flir den Mathematikunterricht in den oberen Klassen
von grolRer Bedeutung.

Mit dieser Aufgabe kénnen die Schiiler auch an einen zentralen Typ polyvalenter Aufgaben, das Ver-
gleichen von Objekten, herangefiihrt werden, der auf Seite 11 bereits charakterisiert wurde.
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Hinweise zum Einsatz der Aufgabe
Die Aufgabe kann in der Klasse 5 in den gemischten Ubungen zu Rechenoperationen mit natiirlichen
Zahlen eingesetzt werden. Sie ist auch in oberen Klassen zur Wiederholung der Begriffe geeignet.

Das Wort "vergleichen" verbinden die Schiiler im Mathematikunterricht mit den Relationszeichen.
Bei dieser Aufgabe liegt es zudem nahe, die Werte der Potenzen zu berechnen und diese miteinander
zu vergleichen. Es hat sich bewahrt, das Vergleichen von Objekten vor dem Einsatz der Aufgabe an
einem auBermathematischen Beispiel zu behandeln, z. B. "Vergleiche zwei Mitschiiler miteinander.
(Was ist gleich, was ist unterschiedlich?)".

Die Schiiler sollen jeweils zwei Potenzen miteinander vergleichen. Eine Tabelle mit der Einteilung in
Gemeinsamkeiten/Unterschiede kann die Schiler beim Vergleichen unterstitzen. Dabei geht es nicht
darum, moglichst viele Paare zum Vergleichen zu finden, sondern die Schiiler sollten verschiedene
Merkmale eines Paares miteinander vergleichen. Fiir das Finden von Gemeinsamkeiten und Unter-
schieden sollten in Einzelarbeit mindestens 5 Minuten pro Paar zu Verfligung stehen.

Leistungsstarkere Schiler kénnen auch mehrere Objekte miteinander vergleichen.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

Analyse der Anforderungen der Aufgabe:

Um Gemeinsamkeiten und Unterschiede von Objekten zu finden, missen die Schiler Gber die
Merkmale nachdenken, nach denen man die Objekte vergleichen kann. Dies ist eine so genannte
Metabetrachtung, die erhéhte Anforderungen an die geistigen Fahigkeiten der Schiiler stellt.

In diesem Fall kénnen folgende Merkmale der Objekte betrachtet werden:
— die vorkommenden Ziffern als ein duBeres Merkmal,

— die Zahl (oder die Variable), die die Basis der Potenz ist,

— die Zahl (oder die Variable), die der Exponent der Potenz ist oder

— die Frage, ob es sich um eine besondere Art von Potenzen handelt.

Es kdnnen 10 Paare von Ausdriicken gebildet und nach den Gemeinsamkeiten und Unterschieden
bzw. nach der Art der genannten Merkmale untersucht werden.

In der folgenden Tabelle werden einige Paare aufgefiihrt und Gemeinsamkeiten und Unterschiede
beziiglich der vier Merkmale genannt

Potenzen Gemeinsamkeiten Unterschiede

(1) und (2) E§ tritt'in beiden Potenzen die Zahl  Die Basen s?nd Yerschieden. (1) ist eine Zehner-
2 jeweils als Exponent auf. potenz, (2) ist eine Quadratzahl.

(1) und (3) Beide haben die Basis 10 und sind Die'Exp'onenten sind verschieden.
Zehnerpotenzen. (1) ist eine Zehnerpotenz.

(1) und (4) Es kommt in beiden Potenzen die Die'Basgn und Exponenten sind verschieden.
Zahl 2 vor. (1) ist eine Zehnerpotenz.

Die Basen sind verschieden.

(1) und (5) Beides sind Quadratzahlen. (1) ist eine Zehnerpoten.

Die Basen und Exponenten sind unterschiedlich.

(2)und (3)  Es gibt keine Gemeinsamkeiten. (2) ist eine Quadratzahl und (3) ist eine Zehner-
potenz.
(2) und (4) Es treten in beiden Potenzen die Basis und Exponent sind vertauscht.
Zahlen 2 und 5 auf. (2) ist eine Quadratzahl.

Erfahrungen aus den Erprobungen:

— Invielen Féllen hatten die Schiiler Probleme mit der Aufgabenstellung, da sie mit diesem Typ von
Aufgaben wenig vertraut waren. Wenn eine entsprechende Vorbereitung erfolgte, wie sie in den
Hinweisen zum Einsatz der Aufgabe genannt ist, und an Beispielen das Vorgehen erlautert wur-
de, war oft ein erstaunlich systematisches Vorgehen der Schiiler zu erkennen, das zu sehr vielen
Ergebnissen gefiihrt hat.
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— In mehreren Fillen haben die Schiiler zur Uberraschung der Lehrer die vorher eingefiihrten
Fachbegriffe Basis, Potenz oder Exponent nicht verwendet und nur Umschreibungen fiir diese
Merkmale vorgenommen.

— Die Vorgabe einer Tabelle hat sich in allen Fallen bewahrt.

— Bei mehreren Erprobung waren die Lehrer Gberrascht, wie viel SpaR diese Aufgabe den Schiilern
bereitet und auch die groRten "Mathemuffel" ganz eifrig dabei waren.

Weitere Hinweise

Die Aufgabe ist in dieser Form oder auch in abgewandelter Form (z. B. durch Erganzung weiterer
Objekte, zu denen auch Produkte gehoren sollten) ebenfalls in oberen Klassen zur Wiederholung und
Festigung des Begriffssystems zur Potenz geeignet.

Es fiir Aufgaben dieser Art immer sinnvoll, dass die Schiiler die Merkmale, nach denen die Objekte
verglichen werden kdnnen, auch miindlich oder schriftlich formulieren. In diesem Fall sollte darauf
noch verzichtet werden.

Aufgabe 5
Denke dir zu den angegebenen Informationen Fragen aus, die mit den nn'v Malant ’,

Daten beantwortet werden kénnen. s —
— In derKlasse 5a sind 23 Schiilerinnen und Schiiler und in der Klasse 5b sind es 26.
— Jeder aus der Klasse 5a soll 5 € zum Wandertag mitbringen.
— Im Sportunterricht der Madchen sollen fiir einen Wettbewerb Gruppen gebildet werden.
Aus der Klasse 5a nehmen 12 Madchen und aus der Klasse 5b 15 Madchen teil.

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Mit der Aufgabe wird das Kénnen der Schiiler beim Losen von Sachaufgaben entwickelt, indem sie
daran gewdhnt werden, sich zu Beginn in den Sachverhalt hinein zu versetzen und sich selbst Fragen
zum Sachverhalt zu stellen.

Hinweis zum Einsatz der Aufgabe

Die Aufgabe ist in der Klasse 5 zur Wiederholung des Losens von Sachaufgaben geeignet.

Die Aufgabe kann in Einzelarbeit, aber auch in Partner- oder Gruppenarbeit geldst werden.

Es hat sich bewahrt, dass die Schiiler ihre formulierten Aufgaben auf Karten bzw. Folienstreifen auf-
schreiben und dann an der Tafel oder mittels Projektor prasentieren kénnen.

Die formulierten Aufgaben sollten in der Stunde selbst nicht gel6st werden, dies kann zu einem spa-
teren Zeitpunkt erfolgen.

Die Schiiler sollten motiviert werden, moglichst mehrere Fragen zu finden.

Da mit den gegebenen Informationen die Anzahl der Fragen schnell erschépft war, haben einige Leh-
rer noch Zusatzinformationen hinzugefigt, so dass noch mehr Fragen gefunden werden. Fir die
selbststandige Schilerarbeit sollten 15 Minuten zur Verfligung stehen.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

Erfahrungen aus den Erprobungen:
Typische Fragestellungen der Schiiler waren:
— Wie viele Schiiler sind es insgesamt?
— Wie viele Schiiler sind in der Klasse 5b mehr als in der Klasse 5a?
— Wie viel Geld wurde eingesammelt?
— In wie viele Gruppen kann man die Maddchen einteilen, damit keines mehr tbrig bleibt?
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Aufgabe 6
Arne hat zwei Rechtecke aus sechs quadratischen Kastchen zusammengelegt.

INENEN

Zeichne ein Rechteck, das aus folgenden Anzahlen quadratischer Kastchen zusammengelegt ist.
a) 12 Kéastchen b) 13 Kastchen c) 14 Kastchen

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Mit der Aufgabe kénnen die Kenntnisse der Schiiler zum Flacheninhalt von Rechtecken gefestigt
werden, die zum sicheren Wissen und Kénnen gehoren. Es wird dabei sowohl an die Bestimmung des
Flacheninhalts sowohl durch Auslegen als auch durch Berechnen des Produktes der Seitenlangen
angeknipft.

Die Aufgabe kann weiterhin in den Prozess der Entwicklung der Kenntnisse zum Begriff Primzahl ein-
geordnet werden, der allerdings nur eine lokale Bedeutung im Stoffgebiet Teilbarkeit hat.

Es wird weiterhin die Fertigkeit im Zerlegen von Zahlen in Produkte gefestigt, die eine notwendige
Handlung fir die Entwicklung von Rechenfertigkeiten darstellt.

Die Aufgabe flihrt weiterhin zu Betrachtungen der Kommutativitat von Faktoren aus innermathema-
tischer und auBermathematischer Sicht.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

Die Aufgabe kann zur Erarbeitung bzw. zur Festigung des Begriffs Primzahl eingesetzt werden. Es
sollten alle drei Teilaufgaben gleichzeitig bearbeitet werden, um dann die Unterschiede in der Pra-
sentation herausarbeiten zu konnen. Die Aufgabe kann auch in arbeitsteiliger Gruppenarbeit erledigt
werden.

Die Schiiler sollten die Rechtecke auf kariertem Papier zeichnen, wobei nur der Rand gezeichnet
werden sollte. Fiir die Prasentation der Ergebnisse eignet sich eine Tafel mit untergelegtem Karomus-
ter, eine Folie oder eine interaktive Tafel.

Fiir das Zeichnen der verschiedenen Rechtecke sollten fiir den Schiiler in der Einzelarbeit 10 Minuten
zur Verfligung stehen. Ziel dieser Phase sollte es nicht sein, dass ein Schiiler oder eine Schiilergruppe
alle Moglichkeiten findet.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

Analyse der Anforderungen der Aufgabe:

Die Schiiler miissen die Zahlen in ein Produkt aus zwei Faktoren zerlegen. Die Tabelle enthalt die
dabei moglichen Zerlegungen:

a) b) c)

lange | 1 |12 (2|6 |3 |4 |1 |13| 1 |14|2]|7
Breite |12 | 1 |62 |4 |3 (13| 1 |14| 1|72

Es ergibt sich die Frage, ob zwei Rechtecke als gleich angesehen werden kénnen, wenn man die Lan-
ge und Breite vertauscht, bzw. aus geometrischer Sicht das Rechteck um 90° dreht. Diese Frage kann
aus unterschiedlichen Perspektiven beantwortet werden. Geht es nur um die Berechnung des Fla-
cheninhalts, so sind beide Figuren als gleich anzusehen. Spielt die Lage von Figuren eine Rolle, wie
etwa bei den geometrischen Abbildungen, so sind die Figuren unterschiedlich (Eine Figur kann das
Original und die andere das Bild bei einer Drehung sein). AuRermathematisch ist es analog: wenn es
nur um den Inhalt einer Flache geht, spielt die Lage keine Rolle. Wenn die rechteckige Flache selbst
betrachtet wird (etwa ein Fenster) ist es durchaus von Bedeutung, was die Ldnge und was die Breite
des betreffenden rechteckférmigen Objektes ist.

Die unterschiedliche Qualitat der Antworten zeigt sich in der Anzahl der gefundenen Lésungen, dem
Finden der maximalen Zahl der Méglichkeiten und den entwickelten Gedanken zur weiterfiihrenden
Frage: "Wann sind zwei Rechtecke verschieden?"
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Aufgabe 7
Gib eine dreistellige Zahl an, die durch 3 teilbar ist.

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Diese Aufgabe ist eine Umkehraufgabe zur Teilbarkeitsregel fiir die Zahl 3, die dadurch gefestigt wer-
den kann. Mit der Aufgabe wird gleichzeitig der Begriff Quersumme gefestigt. Die Kenntnis dieser
Teilbarkeitsregel und des Begriff Quersumme ist nur im Stoffgebiet Teilbarkeit von Bedeutung.

Mit dieser Aufgabe kann die Freude der Schiiler am Umgang mit natlirlichen Zahlen und am systema-
tischen Bestimmen kombinatorischer Moglichkeiten entwickelt werden.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

Die Aufgabe kann zur Erarbeitung der Teilbarkeitsregel fiir die Zahl 3 eingesetzt werden. Dazu misste
vorher die schriftliche Division einer mehrstelligen Zahl durch eine einstellige Zahl wiederholt wer-
den. Durch Analyse der Gemeinsamkeiten der von den Schilern ermittelten Zahlen kann im Rahmen
der Prasentation die Teilbarkeitsregel gefunden werden.

Zu empfehlen ist allerdings der Einsatz der Aufgabe nach Erarbeitung der Teilbarkeitsregel fir die
Zahl 3. Fiir die Bearbeitung der Aufgabe sollten den Schiilern mindestens 10 Minuten zur Verfligung
gestellt werden.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten
Analyse der Anforderungen der Aufgabe:
Die Schiler missen Zahlen finden, deren Quersumme 3 ist. Dabei kénnen sie u. a. auf folgende Spe-
zialfalle stof3en:
o drei gleiche Ziffern, die durch 3 teilbar sind: 333; 666; 999
drei Ziffern, die alle durch 3 teilbar sind: z. B. 369; 663; 993
drei aufeinander folgende Ziffern: z. B. 123; 345; 789
alle Ziffern lassen den Rest 1 bei der Division durch 3: z. B. 147; 714
alle Ziffern lassen den Rest 2 bei der Division durch 3: z. B. 258; 582
eine Ziffer ist durch 3 teilbar, die anderen nicht: z. B. 372; 618

O O O O O

Antworten mit hdherem Niveau: Schiiler kdnnten auch herausfinden, welche Falle nicht moglich sind
(z. B. 2 Ziffern durch 3 teilbar, eine nicht) und wie viele Zahlen es insgesamt gibt. (300)

Aufgabe 8 T et
Gib zwei Zahlen an, deren kgV 30 ist. nnlleﬂll!I/ﬂi/,
Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Die Aufgabe dient — als Umkehraufgabe— dem Ausbilden von Fertigkeiten im Ermitteln des kgV. Diese
Fertigkeiten sind fir das Rechnen mit Briichen von groRer Bedeutung, da beim Vergleichen und Ad-
dieren von Briichen der Hauptnenner als kgV der einzelnen Nenner bestimmt werden muss. Wenn
im Rahmen der Teilbarkeit das Bestimmen des kgV bereits als Fertigkeit ausgebildet wird, kann dies
als elementare Handlung beim Rechnen mit Briichen vorausgesetzt werden.

Das Bestimmen des kgV bzw. des Hauptnenners sollte nicht tGiber die Primfaktorenzerlegung, sondern
Uber das Vervielfachen der groReren Zahl erfolgen. Die Kenntnis der Sonderfalle (die Nenner sind
teilerfremd bzw. ein Nenner ist Teiler des anderen), die bei der Behandlung dieser Aufgabe ebenfalls
eine Rolle spielen, sollte nicht zum sicheren Wissen und Kénnen gehoéren.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe
Die Aufgabe ist zur Festigung des Verfahrens zum Bestimmen des kgV geeignet.
Fir die Schiiler sollte in Einzelarbeit 5 Minuten Zeit sein.
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Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

Analyse der Anforderungen der Aufgabe:

Die Schiiler kdnnen aufgrund ihrer Kenntnisse zum Bestimmen des kgV durch Probieren auf Losun-
gen kommen. Dazu missen sie wissen, dass nur Zahlen oder Vielfache von Zahlen infrage kommen,
die Teiler der Zahl 30 sind.

Es sind folgende Uberlegungen eines Schiilers auf hdherem Niveau méglich:
Wie viele Zahlenpaare gibt es? Welche Besonderheiten/Sonderfille treten auf? Kann man die Lésun-
gen in Gruppen einteilen?
Antworten zu diesen Uberlegungen kdnnen sein:
1. Fall: Beide Zahlen sind teilerfremd, d. h. ihr Produkt ist 30.
2. Fall: Eine Zahl ist 30 und die andere ein Teiler von 30.
3. Fall: Die Zahlen sind nicht teilerfremd, keine Zahl ist 30 (oder keine ist Teiler der anderen).

1. Fall 2. Fall 3. Fall
1.zahl|5| 3 |2 | 1|2 |3|5|6|10/15|6 | 6 |10
2.Z2ahl |6 10(15|30(30|30|30|30|30(30|15 |10 15
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Aufgaben zu natiirlichen Zahlen

E1l: Roy liest in der Zeitung: "In der neuen Konzerthalle gibt es 84 Reihen mit je 72 Platzen."
Stelle dir dazu eine Frage und beantworte sie.

E2: Fir eine Urlaubsreise plant Familie Krajewski 380 € Benzinkosten, 970 € fiir die Unterkunft,
400 € fir Verpflegung und 270 € fiir Ausfllige. In der Urlaubskasse sind 1800 €.

1. Ineiner Zahlenmauer ist eine Zahl (bis auf die Zahlen der untersten Reihe) immer die Summe
bzw. das Produkt der beiden darunter stehenden Zahlen.
Baue selbst verschiedene Zahlenmauern.

a) Die Zahl 100 wird durch Addieren erreicht.

100 100 100

100 100 100

b) Die Zahl 180 wird durch Multiplizieren erreicht.

180 180 180

180 180 180

2. Beschrifte die Markierungen der Skalen.
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3. Erfinde zu jeder Rechnung eine interessante Sachaufgabe und schreibe sie auf.

a) 13+17
b) 17-13
c) 3-7

d 32:4

4. Suche dir von den flinf Potenzen je zwei heraus und vergleiche sie miteinander.
Finde Gemeinsamkeiten und Unterschiede.
(1) 10 (2) 52 (3) 10° (4) 2° (5) 32

5. Denke dir zu den angegebenen Informationen Fragen aus, die mit den Daten beantwortet wer-
den kénnen.
— Inder Klasse 5a sind 23 Schiilerinnen und Schiiler und in der Klasse 5b sind es 26.
— Jeder aus der Klasse 5a soll 5 € zum Wandertag mitbringen.
— Im Sportunterricht der Madchen sollen fiir einen Wettbewerb Gruppen gebildet werden. Aus
der Klasse 5a nehmen 12 Madchen und aus der Klasse 5b 15 Madchen teil.

6. Arne hat zwei Rechtecke aus sechs quadratischen Kastchen zusammengelegt.

Zeichne ein Rechteck, das aus folgenden Anzahlen quadratischer Kastchen zusammengelegt ist.
a) 12 Kastchen b) 13 Kastchen c) 14 Kastchen

7. Gib eine dreistellige Zahl an, die durch 3 teilbar ist.

8. Gib zwei Zahlen an, deren kgV 30 ist.
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4 Gebrochene Zahlen
Hinweise zu den Aufgaben

Aufgabe 1
Finde Gemeinsamkeiten und Unterschiede bei den folgenden Briichen: I1I1|V Malﬂnt

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Mit der Aufgabe kénnen die Kenntnisse der Schiiler zum formalen Umgang mit Briichen, insbesonde-
re zu den Objektbegriffen "Zahler", "Nenner", "Bruchstrich", "echter Bruch" und "unechter Bruch", zu
den Relationsbegriffen "gleichnamige Briiche" und "ungleichnamige Briiche" sowie weiterhin zu den
Beziehungen von Briichen zu natiirlichen Zahlen entwickelt werden.

Neben diesen Bedeutungsaspekten des Bruchbegriffs sollten noch zahlreiche weitere inhaltliche As-
pekte in der Phase der Einfiihrung des Bruchbegriffs thematisiert werden?®.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

Die Schiiler sollten mit der flr polyvalente Aufgaben typischen Aufgabenstellung, Gemeinsamkeiten
und Unterschiede bei vorgegebenen Objekten zu finden, vertraut sein. Zur Beriicksichtigung dieser

Problematik ist es sowohl moglich, den Schiilern die Aufgabe kommentarlos zu Gbergeben, als auch
eine vorherige gemeinsame begriffliche Vorbereitung fiir "gemeinsame und unterschiedliche Eigen-
schaften" vorzunehmen.

Die Aufgabe ist vor allem zur komplexen Festigung der Kenntnisse zu den Begriffen geeignet, kann
aber auch zur Erarbeitung der Begriffe "echter Bruch" und "unechter Bruch" eingesetzt werden.

Die Aufgabe sollte vor der Behandlung des Erweiterns und Kiirzens eingesetzt werden. Leistungsstar-

ke Schiiler kénnen die Aquivalenz von % und é anschaulich erfassen.

Weitere Hinweise:

— Die Aufgabe eignet sich sowohl fiir die Einzelarbeit als auch fiir die Arbeit in kleinen Gruppen, die
entweder vom gleichem Leistungsniveau oder eine Gruppenmischung zwischen leistungsstarke-
ren und leistungsschwdcheren Schiilern sein kdnnen. Das Losen der Aufgabe in Partnerarbeit wa-
re auch moglich.

— Injedem Fall sollte zunachst eine Phase der Einzelarbeit erfolgen, in der die Schiiler ihre eigenen
Losungsgedanken aufschreiben. Diese kénnen sie dann in einer Gruppe austauschen und eine
gemeinsame Losung finden, die dann vor der Klasse prasentiert wird.

— Die Prasentation kann von den leistungsschwacheren Gruppen begonnen werden und die leis-
tungsstarkeren Gruppen ergdnzen die Ausfiihrungen.

— Beider Prasentation besteht die Gefahr, dass die Aufmerksamkeit der Schiler nachlassen kann.
Dem kann man entgegenwirken, indem die Schiler angehalten werden, ihre Ideen mit denen der
Mitschiiler zu vergleichen und Ubereinstimmungen zu kennzeichnen.

—  Zur Ergebnissicherung kénnen die wichtigsten Fakten von der gesamten Klasse in die Hefter
Ubernommen werden.

— Zeit fur selbststandige Schiilerarbeit: 10 — 15 min

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten
Bei einem Einsatz der Aufgabe zur Erarbeitung der Begriffe echter und unechter Bruch traten

Schiilerantworten auf wie: "Es sind (z. B. %) wahre/richtige Briiche." oder "%geht nicht."

8 Vgl. Broschire "Sicheres Wissen und Kénnen im Rechnen mit Zahlen und GréRen", Schwerin 2009, S. 21
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In anderen Erprobungen traten zum einen Schiilerantworten der folgenden Art auf: "Die Nenner sind
gleich groR.", "Die Zahler sind gleich groR.", "Der Zahler ist groBer/kleiner als der Nenner." Es erfolgte
bei einigen Schiilern auch eine zutreffende Anwendung der Fachbegriffe "echter Bruch", "unechter
Bruch" sowie "gleichnamige und ungleichnamige Briiche".
Mogliche Aussagen sind:

36 3 1

— Beiden Briichen 2,8, 3 I sind die Nenner unterschiedlich. Die Briiche + und 2 sowie 2 und

2 haben jeweils die gleichen Nenner.
— Die Briiche %und% haben die gleichen Zahler, bei anderen Briichen sind die Zahler verschieden.

- %und % sind echte Briiche, der Zdhler ist bei diesen Briichen kleiner als der Nenner.

- %und%sind unechte Briiche, ihr Zahler ist groRRer als der Nenner, die Briiche sind groRer als 1.
— Der Bruch % stellt eine natlirliche Zahl dar. Er hat den gleichen Wert wie die Zahl 3.

— Die Briiche %und %haben den gleichen Wert.

—  Weitere Merkmale:
o Die Unterschiede zwischen Zahler und Nenner sind gleich.
o Die Zdhler/Nenner sind gerade/ungerade Zahlen.
o Der Nenner ist ein Vielfaches des Zahlers.

Weitere Hinweise

In dieser Altersgruppe besteht die Gefahr, bei Verwendung anderer Wortformulierungen neue ldeen
zu vermuten. Diesen Stérfaktor sollte man durch vorherige Ubungen mindern.

Zur Unterstitzung der Prasentationen tragt die Vorgabe eines Tabellenkopfes bei. Er erleichtert den
Schiilern die entsprechenden Zuordnungen.

Aufgabe 2
Falte ein quadratisches Stiick Papier (z. B. einen quadratischen Notizzettel) so, IZ,“IB"I
dass du mithilfe der entstandenen Faltkanten % des Papiers farben kannst. poly

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen
1
Der Bruch% ist der "einfachste" Bruch, der keinen Sonderfall darstellt (wie E) und leicht in einen

Dezimalbruch Uberfiihrt werden kann. Er sollte deshalb als Prototyp fiir einen Bruch beim Schiiler
entwickelt werden, d. h. wenn das Wort "Bruch" genannt wird, sollte ein Schiiler als erstes an den

Bruch %denken. Mit diesem Prototyp sollten reichhaltige Vorstellungen verbunden sein. Dazu geho-

ren auch visuelle Reprasentationen zum Bedeutungsaspekt "Bruch als Teil eines Ganzen", die mit
dieser Aufgabe in nachhaltiger Weise ausgebildet werden kénnen.

Weiterhin kdnnen mit der Aufgabe die Begriffe Zdhler und Nenner gefestigt und das Erweitern und
Klrzen von Brichen vorbereitet bzw. gefestigt werden.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

Die Aufgabe hat sich bei zahlreichen Erprobungen als eine Aufgabe erwiesen, die allen Schiiler viel
Freude bereitete und sie zu vielen Ideen anregte, die die Lehrer oft in Erstaunen versetzten.

— Die Schiler sollten Vorkenntnisse liber den Begriff "Quadratisch" haben und wissen, dass es sich

beim Bruch %wie bei einer Pizza um 3 von 4 gleichen Teilen handelt. Bei der Suche nach ver-
schiedenen Moglichkeiten sollten sie erkennen, dass durch mehrfaches Falten genauso 6 von 8
gleichen Teilen markiert werden kénnen, um so den Bruch % darstellen zu kdnnen.

— Es muss eine ausreichende Anzahl von "Notizzetteln" bereitgestellt werden, da Schiler sehr viele
Ideen entwickeln kénnen.
— Der gleiche Bruch reprasentiert gleich grofRe Flachen unterschiedlicher Gestalt.
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— Die gleiche Flache kann verschiedenen Bruchdarstellungen zugeordnet werden.
— Losungsvarianten konnen an der Tafel dargestellt werden, wobei schon Quadrate an der Tafel
vorbereitet sind.
— Moglich ware auch eine Gruppenbildung nach der Einzelarbeit, wobei dann alle moglichen Er-
gebnisse der Gruppe auf einem Plakat dargestellt werden kénnen.
— Eine weitere Moglichkeit ware die Arbeit in Gruppen. Die Einteilung kann nach Zufallsprinzip wie
durch das Ziehen von Karten oder durch das selbststéandige Wahlen der Gruppen erfolgen.
Die Aufgabenstellung kann auf einem Arbeitsblatt gestellt werden. Material wie Notizzettel, A3-
Papier, Kleber und Filzstifte werden bereitgestellt.
Zeiteinteilung: 10 min organisatorische Vorbereitung,
15 min Einzelarbeit — finden von verschiedenen Faltmoglichkeiten,
15 min  Gruppenarbeit — Austausch der Ergebnisse und Finden der gemein-
samen Varianten,
30 min Gestalten des Plakates,
15 min Prdsentation der Plakate, Aufhangen im Klassenraum.
— Arbeitszeit 90 min

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

— Die Schiler kénnen das Papier in verschiedener
Weise falten, so dass 4 gleiche Teile entstehen. Es
ist jeweils moglich (zumindest theoretisch), noch
weiter zu falten, so dass 8 (16, ...) gleiche Teile entstehen.

— Es entstanden auch "ausgefallene Lésung" z. B.

— Die Kennzeichnung von %kann ebenfalls in verschiedenen Varianten erfolgen.
— Eine Differenzierung ergibt sich aus der Anzahl der gefundenen Falt- und Farbemaglichkeiten.

Weitere Hinweise
Die Aufgabe erzielt eine gute Motivation fur leistungsschwdchere Schiiler. Die Faltaufgabe ist eine
gute Voraussetzung fiur das Erweitern und Kiirzen von Briichen.

Aufgabe 3

Finde verschiedene Erklarungen dafiir, dass % kleiner als % ist. nnwlZ[alE"t

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Es kdnnen verschiedene Bedeutungsaspekte des Bruchbegriffs gefestigt werden. Die Aufgabe erfor-
dert Uberlegungen zur Verwendung von Briichen im taglichen Leben. Erworbenes Wissen zum Begriff
Bruch in seiner Vielfalt kann angewendet werden, ebenfalls das Vergleichen und Erweitern von Bri-
chen. Mit dieser einpragsamen Aufgabe kann Fehlvorstellungen tber die Ordnung von Briichen ent-
gegengewirkt werden.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe
Die Aufgabe sollte in der Phase der Einfiihrung des Bruchbegriffs, d. h. vor der Behandlung des
Gleichnamigmachens und Vergleichens ungleichnamiger Briiche eingesetzt werden.
—  Mogliche Sozialformen: Einzelarbeit, Partner- oder Gruppenarbeit.
—  Moglicher Ablauf:
1. ca. 5 min Einzelarbeit (Jeder fir sich findet verschiedene Erklarungen.)
2. ca. 5 min Partner- oder Gruppenarbeit (Austausch der Ergebnisse in der Gruppe,
Einigung auf gemeinsame Ergebnisse),
3. anschlieRend ca. 10 min Prasentation der Gruppenergebnisse.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten
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— Vergleich durch Veranschaulichung der Briiche im Bild (z. B. im Rechteck 3 cm mal 4 cm),
Auszahlen der "kleinen Quadrate"
— Betrachtungen zur Veranderung des Nenners: Je kleiner der Nenner, desto grof3er ist der Bruch

— Vergleich durch Berechnung als Teile von Ganzen (z. B. % und % von 12 kg)
— Vergleich durch Darstellung auf dem Zahlenstrahl
— Vergleich von % und % Liter Wasser, eventuell auch durch Abfillen im Messbecher

— Vergleich Gber die Vorstellung einer Torte bzw. der Pizza
— Vergleich durch das Erweitern beider Briiche auf gleiche Nenner

1_3 1_4 3 4 11
(2B =%, 3= <1z=>7<3)

Weitere Hinweise

Diese Aufgabe bietet sich auch zum Einsatz in der Freiarbeit/Stationsarbeit an. Sie kann Teil einer
komplexen Ubung zum Bruchbegriff sein.

Folgende Arbeitsmittel sollten bereitgestellt werden: Messbecher, Papier, Schere, Kreisvorlagen mit
Winkelkennzeichnung am Rand. Eventuell ist auch ein Pizzaessen moglich.

Aufgabe 4

a) Gib Briiche an, deren Summe 1 ergibt. - I |Z|alent

b) Gib Briiche an, deren Summe 2 ergibt. o \I]!r],y,,,i,//

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Die Aufgabe ist eine Umkehraufgabe zur Addition gleichnamiger Briiche, wobei im Ergebnis auch
Summen ungleichnamiger Briiche entstehen kdnnen. Sie ist fir die Entwicklung von Fertigkeiten im
Addieren von Briichen ein notwendiger Aufgabentyp.

Bei Aufgabe a) treten nur echte Briiche auf, bei Aufgabe b) kdnnen die Summanden auch unechte
Briiche sein.

Im Laufe der Berechnungen miissen natiirliche Zahlen in Summen zerlegt werden. Dies ist fiir die
Entwicklung von Rechenfertigkeiten im Bereich der natiirlichen Zahlen ein notwendiger Aufgabentyp.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

Die Aufgabe kann bereits nach Einfiihrung der Addition gleichnamiger Briiche, aber auch nach
Einfihrung der Addition ungleichnamiger Briiche eingesetzt werden.

—  Mogliche Sozialformen: Einzelarbeit, Partner- und Gruppenarbeit

—  Moglicher Ablauf: s. Aufgabe 3

—  Arbeitszeit: insgesamt ca. 20 min

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten
Analyse der Anforderungen:
— Im einfachsten Fall erfolgt bei a) und b) eine Zerlegung in zwei Briiche mit gleichem Nenner, z. B.

3 2 3 7
—+— bzw. §+E Dazu muss (in Umkehrung der Handlungen beim Addieren gleichnamiger

5
Briiche) die Zahl 1 bzw. 2 als Bruch geschrieben, der Zahler in geeigneter Weise zerlegt und dann
. " . 12 7+5 7 5
eine Summe von Brichen gebildet werden: z.B. 1=—=——=—+—.
12 12 12 12
— Es gibt eine unendliche Anzahl moéglicher Losungen, die allgemein mithilfe von Variablen in fol-
gender Form dargestellt werden kdnnen:

Z n—z z 2n-z
1=—+ bzw.2=—+
n n n n

Nach der Aufgabenstellung ist auch eine Zerlegung in drei und mehr Summanden moglich, wobei im
Ergebnis dann auch ungleichnamige Briiche auftreten kénnen.

, wobei n und z natirliche Zahlen mit n >z > 0 sind.
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I 12 3+4+5 3 4 5 1 1 5
Beispiele: 1= —=" "= 4+ 4+ - =4+ 4+ -
12 12 12 12 12 4 3 12

12 2+3+3+4 2 3 3 4 1 1 1 1

1= +—— 4+ —F+—=— 4+ —F+—+4+—

12 12 12 12 12 12 6 4 4 3

Die unterschiedliche Qualitat der Schiilerantworten zeigt sich in der Zahl der gefundenen Losungen,
in der Betrachtung von Sonderfallen (Ein Summand ist 0. Ein Summand ist 1.), in der Betrachtung von
mehr als zwei Summanden oder allgemeinen Betrachtungen zur Lésungsmenge.

Weitere Bemerkungen

Bei den Losungen mit mehreren Summanden lassen sich zahlreiche besondere Falle und Muster un-
terscheiden. Ein besondere Fall, der auch kulturhistorisch von Bedeutung ist (In der agyptischen Ma-
thematik wurde nur mit Stammbriichen gerechnet.), ist eine Zerlegung in eine Summe von Briichen,

die alle den Zahler 1 haben, z.B. 1 = 1+1+1.
2 3 6

Aufgabe 5

3
Stelle die gebrochene Zahl — als Produkt zweier Briiche dar.

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Diese Umkehraufgabe zur Multiplikation von ungleichnamigen Briichen dient der Ausbildung sicherer
Fertigkeiten im Multiplizieren zweier Briiche und ist ein notwendiger Aufgabentyp zur Entwicklung
dieser Fertigkeiten. Insbesondere geht es um das Kiirzen beim Multiplizieren zweier Briiche.

Trotz der Bedeutung des Aufgabentyps geht es nicht um die Entwicklung eines Kénnen im Losen sol-
cher Aufgaben, es ist lediglich ein Mittel zur Entwicklung der Fertigkeiten im Multiplizieren von Bri-
chen.

Mit der Aufgabe wird weiterhin das Kénnen im Erweitern von Briichen, im Schreiben von natiirlichen
Zahlen als Bruch und im Vertauschen der Reihenfolge von Faktoren (Assoziativgesetz der Multiplika-
tion) gefestigt.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

Die Aufgabe sollte bei der Behandlung der Multiplikation gemeiner Briiche eingesetzt werden. Neben
der Angabe der Losungen sollte auch der Weg zum Finden der Losungen vorgetragen werden. Es las-
sen sich leicht einfache Losungen finden. Es gibt aber auch mehrere anspruchsvolle Wege zum syste-
matischen Finden von Lésungen, die nicht alle in der Prasentation besprochen werden kénnen.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

Analyse der Anforderungen:

Zu a):

— Es kann zunachst versucht werden, Zahler und Nenner in ein Produkt zweier natirlicher Zahlen
zu zerlegen, was fiir den Zéhler nur unter Nutzung des Sonderfalls 3 = 3 - 1 moglich ist. Fir den
Nenner sind folgende Zerlegungen moglich: 4 =2 -2 =4 - 1. Daraus ergeben sich durch Umkeh-
rung der Handlungsfolge zur Multiplikation zweier Briiche und der Vertauschung der Faktoren
folgende Losungen:

3 31 31 3 31 31 31
4 2.2 22 4 4.1 41 14
— Aus diesen Losungen konnen viele weitere gefunden werden, in dem einer der Faktoren oder

31 6 7
beide mit einer beliebigen Zahl erweitert werden, z. B.: 55:21—
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— Durch Umkehrung des Kiirzens beim Multiplizieren als letzten Schritt der Handlungsfolge kann
die Idee entstehen, im Zahler und Nenner den gleichen Faktor einzufligen, woraus sich z. B. fol-
3-7 37
74 7 4
— In FortfUhrung dieser Idee kann man sich die Faktoren 3 und 4 auch als Ergebnis eines Kiirzens
vorstellen, woraus nach geeigneter Zusammenfassung der Faktoren z. B. folgende Lésungen ent-
3-5.7 15 7 21 5

stehen kbnnen. —=—= =
7-4-5 7 20 4 35

gende Losung ergibt: Z:

3
— Zu gleichen Resultaten wie die bisherigen Ideen fihrt die Idee, den Bruch Zvor seiner Zerlegung

erst zu erweitern und dann auch durch Vertauschung der Reihenfolge der Faktoren im Zahler und
Nenner eine Zerlegung in ein Produkt zwei Briiche vorzunehmen.
B3_3-2_23 3 357 3 35
4 42 42 4 4.57 20 7
— Jeder Schiiler sollte mindestens 2 Losungen finden. Die unterschiedliche Qualitdt der Antworten
zeigt sich in der Anzahl der gefundenen Ideen und Lésungen sowie in der Berlicksichtigung von

Sonderfallen.

Aufgabe 6

Es sind 16 mit Zahlen bedruckte Karten ausgelegt. Bilde Rechenaufgaben

P ///\\
nach den angegebenen Regeln, die das folgende Ergebnis haben. ( Illllv alﬂ“t

1 5
1 b) 2 = d) =
a) ) C)4 )2

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Die Aufgabe fordert Fertigkeiten im sicheren Rechnen mit natiirlichen Zahlen und mit Briichen.
Weiterhin wird das Kbnnen im Arbeiten mit Termstrukturen gefestigt.

Die Aufgabe ist eine Umkehraufgabe, bei der zu gegebenen Zahlen und einem gegebenen Ergebnis
die Rechenoperationen bzw. eine geeignete Struktur des Rechenausdrucks gesucht werden.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe
— Die Aufgabe sollte in gemischten Ubungen am Ende des Stoffgebiete zur Bruchrechnung einge-
setzt werden.

—  Den Schiilern oder Schiilergruppen sollten nach Méglichkeit in der Phase der selbststandigen
Arbeit die 16 Karten in die Hand gegeben werden.

—  Flr die Prasentation der Ergebnisse der Schiiler sollte ein entsprechender Satz von Applikatio-
nen fiir die Tafel vorhanden sein.

—  Essollte jeweils nur eine Teilaufgabe bearbeitet werden.
—  Zeit fur die selbststandige Arbeit: 10 - 15 min

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten
—  Zu dem Ergebnis 1 sind unter anderem folgende Terme moglich:

. 1 1 1 1 1 1 1 1
3 -2 (zweimal) 2-1 2-— — + — - .= Z.Z.1 (3+1)- =
2 2 2 2 2 2 2
—  Folgende Terme haben das Ergebnis 2:
1 1 1 1 1
4-2 4:2 8:4 1:— — = 4. = 8-3.-.4
2 2 4 2 2

—  Die Schilerantworten kénnen sich unterscheiden durch die Wahl der Operanden (Natiirliche
Zahlen oder gemeine Briiche), die Wahl der Rechenoperationen (z. B. Addition, Division durch



40 Gebrochene Zahlen

gemeine Briiche, Potenzieren), die Zahl der verwendeten Operanden in den Aufgaben und die
Zahl der gefundenen Aufgaben.
—  Weitere mogliche Ergebnisse, zu denen sich mehrere Aufgaben bilden lassen, sind z. B. 0; 4; 6; 8,

9; l ,l , i,i, 24, 36.

82 42
Weitere Bemerkungen
Eine analoge Aufgabe dieses Typs, mit der ebenfalls die Kreativitat der Schiiler im Finden von Re-
chenausdriicken unterschiedlicher Struktur entwickelt werden kann, ist das "Spiel 40", bei dem die
Schiiler aus den vier Zahlen, die sich beim gleichzeitigen Wiirfeln mit vier Wiirfeln ergeben haben, die
Zahl 40 errechnen sollen.

Aufgabe 7

Bilde eine Rechenoperation mit zwei Briichen, die das Ergebnis g hat. { noly Ealent
\ )

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen
Diese Aufgabe dient der Entwicklung sicherer Fertigkeiten im Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren
und Dividieren von einfachen Briichen.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

— Die Aufgabe sollte in gemischten Ubungen nach Behandlung aller vier Rechenarten mit gleich-
namigen Briichen eingesetzt werden.

—  Arbeitszeit 10 min

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

_5 15.5 5.8_5 8_1_5
8 2 4 3°'3 8 2 8

—  Lésungen sind z. B.: %+ >

I

— Jeder Schiiler sollte mindestens vier Losungen finden. Die unterschiedliche Qualitat der Antwor-
ten zeigt sich in der Anzahl der gefundenen Losungen und der unterschiedlichen Verwendung
der verschiedenen Rechenoperationen.

Weitere Bemerkungen
Fir leistungsstarke Schiiler kann die Aufgabe auf das Bilden eines Terms aus drei Briichen erweitert
werden. Weiterhin kdnnen auch gemischte Zahlen zugelassen werden.

Aufgabe 8
Finde Begriindungen fir die Richtigkeit der folgenden Gleichung:

1.3 .1
St noly |zlalent

\\

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Mit dieser Aufgabe kénnen zum einen die Kenntnisse zum Rechnen mit Briichen und zum anderen
die inhaltlichen Vorstellungen zu Briichen und zur Addition gefestigt werden. Es kénnen auch zielge-
richtete Fahigkeiten im Argumentieren und Begriinden entwickelt werden.
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Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

—  Die Aufgabe kann bereits vor der Behandlung der Addition ungleichnamiger Briiche eingesetzt
werden, da es viele inhaltliche Begriindungen gibt.

—  Die Schiiler sollten Hilfsmittel zur Veranschaulichung von Briichen erhalten.

—  Zeit fur selbststandige Schiilerarbeit: 10 — 15 min

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

Auf der inhaltliche Ebene sind folgende Antworten moglich:

— Es kann die GroRe Zeit mit der Einheit Stunden verwendet werden. Schon vor der Behandlung
der Bruchrechnung wissen die Schiiler, dass eine halbe und eine dreiviertel Stunde eine und eine
Viertelstunde ergibt.

— Es kann die GréBe Volumen mit der Einheit Liter verwendet werden. So kdnnte auch unter Ein-

1 1
satz von GefdRen die Giiltigkeit der Gleichung —/+ i/ =1=/ leicht nachgewiesen werden.

— Auch die Einheit Meter kann zur Begriindung herangezogen werden, dabei ergibt sich leicht der
Gedanke, mit Dezimalbriichen zu arbeiten.

— Ein Nachweis kann ebenfalls mithilfe von geometrischen Veranschaulichungen (Strecken oder
Flachen) erfolgen.

Auf der formalen Ebene sind Begriindungen mithilfe der Regeln zum Rechnen mit gemeinen Briichen
oder nach Umwandlung der Briiche in Dezimalbriiche zum Rechnen mit Dezimalbriichen méglich.

Die unterschiedliche Qualitdt der Antworten zeigt sich in der Vielzahl der gefundenen Aufgaben und
der Anwendung der verschiedenen Rechenverfahren.
Aufgabe 9

In einer Zahlenmauer ist eine Zahl (bis auf die unterste Reihe) immer die Summe bzw. das Produkt
der beiden darunter stehenden Zahlen.
Baue selbst verschiedene Zahlenmauern.

(1) Die Zahl 2 wird durch Addieren erreicht. (2) Die Zahl 1 wird durch Multiplizieren erreicht.

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Mit diesen Aufgaben kénnen die Kenntnisse zum Addieren und Multiplizieren von gemeinen Briichen
und Dezimalbriichen sowie zum Umwandeln von gemeinen Briichen in Dezimalbriiche gefestigt wer-
den.

Vorschldge zur Unterrichtsgestaltung

— Es handelt sich insgesamt um sechs Teilaufgaben, die nacheinander bearbeitet werden sollten.

— Die Schiiler sollten von jeder Pyramide bei jeder Teilaufgabe je vier Exemplare auf einem Ar-
beitsblatt erhalten.

— Fir jede der Teilaufgaben sollte eine selbststandige Schiilerarbeit von 15 min eingeplant werden.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

Analyse der Anforderungen:

Es kdnnen drei Falle unterschieden werden:

a) Es wird nur mit Briichen gearbeitet.

b) Es wird nur mit Dezimalbriichen gearbeitet.

c) Es wird mit Briichen und mit Dezimalbriichen gearbeitet.



42 Gebrochene Zahlen

(1): Bei der Verwendung von Briichen kénnen sich die Schiiler auf das Addieren gleichnamiger Briiche
beschrdnken. Beginnen sie mit kleinen Nennern (z. B. 2 oder 3), so missen sie in der ndchsten Zeile
eine Erweiterung der Briiche vornehmen. Fangen die Schiiler mit einem groen Nenner an (z. B. 8),
brauchen sie in der nachsten Zeile nur die Zahler in geeigneter Weise in Summen zerlegen. Als Son-
derfall kbnnten sie erkennen, dass auch die Zahl 1 und die Zahl 0 als Bruch dargestellt werden kon-
nen. Grenzfdlle sind die Verwendung sehr groller Nenner.

Bei der Verwendung von Dezimalbriichen sind einfache Zerlegungen in Dezimalbriiche mit einer
Kommastelle moglich. Sonderfille sind die Verwendung der Zahlen 1 und 0, Grenzfille die Verwen-
dung sehr kleiner Dezimalbriiche.

Die Ergebnisse zu c) kdnnen leicht aus den Ergebnissen von a) und b) gewonnen werden.

Die Schiiler konnen bei allen Teilaufgaben einfache Lésungen im Bereich des sicheren Wissens und
Kénnens, aber auch ausgefallene anspruchsvolle Lésungen finden.

(2): Das Zerlegen der Zahl 1 in ein Produkt zweier gemeiner Briiche bzw. zweier Dezimalbriiche ist im
Allgemeinen recht anspruchsvoll. Bei der Verwendung gemeiner Briiche missen die Schiler in der
ersten Zeile erkennen, dass sich die Zahl 1 als Produkt aus einem Bruch und seinem Kehrwert darstel-
len |4sst. Fir die zweite Zeile miissen dann Uberlegungen analog zur Aufgabe 5 angestellt werden
(vgl. S. 38). Wenn in der ersten Zeile Briiche mit kleinen Nennern verwendet werden (z. B. }5), ist eine
weitere Zerlegung schwieriger, als wenn man einen Bruch und seinen Kehrwert wahlt, bei dem sich
Zahler und Nenner wieder in Faktoren zerlegen lassen.

Der Sonderfall, dass alle Zahlen gleich 1 sind, ist eine einfache Losung fir alle Teilaufgaben.

Bei der Verwendung von Dezimalbriichen fiihrt der Gedanke, Zehnerpotenzen verwenden (z. B.
0,110 oder 0,001 - 100) zu einfacheren Losungen, als wenn mit anderen Dezimalbriichen gearbeitet
wird (etwa 0,5 - 2).

Die unterschiedliche Qualitat der Antworten zeigt sich in der Vielzahl der gefundenen Aufgaben, dem
Schwierigkeitsgrad der Rechenoperationen und der Berlicksichtigung von Sonderfallen.

Aufgabe 10
Finde Gemeinsamkeiten und Unterschiede zwischen folgenden drei Dezimalbriichen.

(1)1,6 (2) 16 (3) 1,678910111213.....

h\
Rolle der Aufgabe in Lernprozessen g a'a“t N
Diese Aufgabe dient der Entwicklung von Kenntnissen zu endlichen und Ilﬂlv zl /

unendlichen Dezimalbriichen.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

—  Die Aufgabe ist nach der Einflihrung der periodischen Dezimalbriiche zur Begriffsfestigung sinn-
voll.

—  Die Schiiler sollten in 10 Minuten ihre Gedanken zum Vergleich der gebrochenen Zahlen schrift-
lich festhalten.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

—  Bei den Gemeinsamkeiten konnten die Schiiler feststellen, dass es sich jeweils um Dezimal-
briiche handelt, die zwischen 1 und 2 bzw. sogar noch genauer zwischen 1,6 und 1,7 liegen, alle
mit 1 anfangen und an der Zehntelstelle eine 6 steht.

—  Unterschiede bestehen im Wert der Zahlen sowie in der der Art des Dezimalbruches. Der Dezi-

malbruch 1,6 ist ein endlicher Dezimalbruch und der Dezimalbruch ],6 ist ein unendlicher peri-
odischer Dezimalbruch. Beim Dezimalbruch 1,678910111213... missen die Schiler anhand des
Bildungsgesetzes erkennen, dass er nicht abbricht und auch nicht periodisch ist.
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Weitere Hinweise

Der Dezimalbruch (3) ist ein unendlicher nichtperiodischer Dezimalbruch und damit keine gebroche-
ne Zahl. Mit dieser Aufgabe erfolgt ein Ausblick auf den Bereich der irrationalen Zahlen, der in der
Klasse 7 bei der Behandlung der Quadratwurzeln und in der Klasse 9 bei der Einfiihrung der reellen
Zahlen weiter thematisiert wird.

Aufgabe 11
Stelle deinem Banknachbarn unterschiedliche Aufgaben zur Addition zweier Briiche und
korrigiere seine Losungen.

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen
Die Aufgabe dient der Festigung der Kenntnisse zum Addieren von Brii- IIIIW zalﬂ“t
Lt

chen. Die Kontrolle des Ergebnisses (und des Rechenweges) des Bank-
nachbarn erfordert das Nachvollziehen des Rechenweges. Bei unterschied-
lichen Losungen muss das richtige Ergebnis durch die Schiiler gemeinsam gefunden werden, dadurch
werden die Fahigkeiten im Begriinden und Argumentieren entwickelt.

Durch die Wahl der Summanden wird der Schwierigkeitsgrad der Aufgabe bestimmt. Es liegt im Inter-
esse der Schiler, den Schwierigkeitsgrad angemessen zu halten — dazu ist mathematisches Voraus-
denken und Abschéatzen im Hinblick auf das zu erwartende Ergebnis notig, um ,glinstige” Summan-
den auszuwahlen. Damit wird der Bruchbegriff gefestigt, insbesondere die Bedeutung von Zahler und
Nenner sowie GrofRenvorstellungen zu Brichen.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

—  Die Aufgabe sollte in der Stoffeinheit zur Addition und Subtraktion ungleichnamiger Briiche oder
in gemischten Ubungen eingesetzt werden.

—  Falls Schiiler in der Klasse unter dem Wort Briiche auch Dezimalbriichen verstehen, sollte zu
Beginn darauf hingewiesen werden, dass es um gemeine Briiche geht.

—  Die Aufgabenstellung erfordert Partnerarbeit. Glinstig ist es, ein bis zwei kleinere Proberunden
durchzufiihren, damit die Arbeitsablaufe geklart sind und die Schiiler ein Gefihl fiir die Auswahl
eines geeigneten Zahlenmaterials bekommen. Die eigenstandige Partnerarbeit sollte 15 Minu-
ten nicht Gberschreiten.

— Inder Auswertung wird es nicht moglich sein, alle Aufgaben auch nur annahernd zu prasentie-
ren. Denkbar ware es, Leitfragen zu stellen wie etwa: ,,Welches war die schwerste gestellte Auf-
gabe —und warum?“, um eine Reflexion der Schiiler zum Algorithmus der Bruchaddition anzure-
gen.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

—  Die Vielzahl moglicher Schilerantworten lasst sich klassifizieren in die Addition gleichnamiger
Briiche, die Addition ungleichnamiger Briiche und die Einbeziehung gemischter Briiche.

—  Der Schwierigkeitsgrad der Aufgaben ergibt sich aus den gewéahlten Nennern und den damit
verbundenen Problemen zur Bestimmung eines Hauptnenners sowie aus der GréRe der Zahlen,
die bei den Rechnungen auftreten.

Die unterschiedliche Qualitat der Antworten zeigt sich in der Vielzahl der gefundenen Aufgaben, dem
Schwierigkeitsgrad der Aufgaben, der Berlicksichtigung von Sonderfallen und nicht zuletzt in der An-
zahl der richtigen Losungen.
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Aufgaben zu gebrochenen Zahlen
2

1. Finde Gemeinsamkeiten und Unterschiede bei den folgenden Briichen: %,%,g,g,%,— und é
2

2. Falte ein quadratisches Stiick Papier (z. B. einen quadratischen Notizzettel) so, dass du mithilfe

3 . .
der entstandenen Faltkanten 7 des Papiers farben kannst.

1 1
3. Finde verschiedene Erklarungen dafiir, dass Z kleiner als 5 ist.
4. a) GibBriche an, deren Summe 1 ergibt.
b) Gib Briiche an, deren Summe 2 ergibt. @

3
5. Stelle die gebrochene Zahl Z als Produkt zweier Briiche dar.

6. Essind 16 mit Zahlen bedruckte Karten ausgelegt. Regeln:
Bilde Rechenaufgaben nach den angegebenen Regeln, (1) Man darf von einer Karte waa-
die das f0|gende Ergebnis haben. gerecht’ senkrecht oder diago-
1 . . _
a)1 b) 2 = d) Bl nql zur néichsten oder lber:
4 2 ndchsten Karte gehen.
7 N /7 N /7 N (7 ™\ (2) Die Zahlen kénnen in dieser
1 Reihenfolge durch beliebige
3 ~ Rechenzeichen oder Klammern
\_ AN AN VAN 2 ) verbunden werden.
; N N\ 1 N\ N Beispiel:
8 3 < 4 Das Ergebnis soll 5 sein:
1 1
L JAN U 2 AR ) 3+2=5 oder5+§+4—5
7~ N 7 N 7 N 7 ™
2 415 32
2 3 1 >
N AN AN /. S . PAN FAN J J
7 N 7 N 7 ~ ™ h
1 2 1 1
—_ - - - 8 J 3 Y 2 J 4 J
2 3 2 4 N R
. AN VAN VAN Y, 2 4 1 1
) 2
- N N ~ ~
1 2 11
2 3 JL2 ) 4
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7.

8.

9.

10.

11.

Bilde eine Rechenoperation mit zwei Briichen, die das Ergebnis % hat.

1 3 1
Finde Begriindungen fir die Richtigkeit der folgenden Gleichung: E + Z = 12.

In einer Zahlenmauer ist eine Zahl (bis auf die unterste Reihe) immer die Summe bzw. das Pro-
dukt der beiden darunter stehenden Zahlen.

Baue selbst verschiedene Zahlenmauern.

a) Die Zahl 2 wird durch Addieren erreicht. b) Die Zahl 1 wird durch Multiplizieren erreicht.

Finde Gemeinsamkeiten und Unterschiede zwischen folgenden drei Dezimalbrichen.
(1) 1,6 (2)16 (3) 1,678910111213 ...

Hinweis: Die Dezimalstellen bei der Zahl (3) sind nach einer Regel gebildet worden, die du
aus der folgenden Darstellung erkennen kannst: 1,6 789101112 13 ..

Stelle deinem Banknachbarn unterschiedliche Aufgaben zur Addition zweier Briiche und
korrigiere seine Losungen.
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5 Grollen

Hinweise zu den Aufgaben

Aufgabe 1

Anne, Boris, Carolin und Anne Boris | Carolin | Dominik

Dominik spielen oft zusam- . . km

men Oldtimer-Auto- Hochstgeschwindigkeit in o 174 188 173 180

quartett. Sie haben die Lange in mm 4100 | 3500| 3700| 4100

Daten Ihrer Lieblingsautos  "grejte in mm 1620 | 1650 | 1610 | 1600

in einer Tabelle zusammen- "she in mm 1360 | 1100 | 1400 | 1400

gestellt. Sie Uberlegen nun Leistung in PS 95 130 9% 113

gemeinsam 0

a) welches das grofite Umdrehungszahl in — 5750 5400 6500 6500
Auto ist und . L

b) welche der vier Karten Hu .raum in cm 1490 1962 1290 1570
insgesamt die stirkste Baujahr 1983 1980 1955 1962

Karte ist.

Wie wiirdest Du entscheiden? Begriinde! Mamlﬁ\
<|m|y D,

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Mit der Aufgabe a) kdnnen die Vorstellungen und Kenntnisse der Schiiler zu den Wortern "GrofRe"
und "groR" vertieft und gefestigt werden. Das Wort "GroRe" hat in der Umgangssprache viele unter-
schiedliche Bedeutungeng, die sich teilweise von der im mathematischen Sinne unterscheiden. Wei-
terhin kann "GroRe" eines Objektes (hier die "GroRe" eines Autos) nach unterschiedlichen Merkma-
len bestimmt werden.

Bei der Teilaufgabe b) geht es um ein Problem der Auswertung statistischer Daten. Die Schiiler kon-
nen an diesem einpragsamen Beispiel erleben, dass man dieselben Daten ganz unterschiedlich aus-
werten kann, was in vielen Fallen beim Umgang mit Daten in der Praxis durchaus der Fall ist.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe
Die Teilaufgaben sollten nacheinander und in getrennten Unterrichtsphasen bearbeitet werden.

Flr die Aufgabenstellung a) sollte die Bedeutung der GroRen Geschwindigkeit, Leistung, Umdre-
hungszahl und Hubraum geklart werden. Dabei kann auf das Vorwissen an Technik interessierter
Schiller zuriickgegriffen werden.

Vor Bearbeitung der Aufgabenstellung b) durch die Schiiler sollten zunéchst noch einmal moglichst
mithilfe eines konkreten Kartenspiels die Regeln bei einem solchen Spiel besprochen werden. Ubli-
cherweise wird von einem Spielpartner ein Merkmal des Autos auf seiner Karte angegeben und wer
den besten Wert zu diesem Merkmal hat, gewinnt die Spielrunde.

Die Aufgabe kann unter Nutzung kooperativer Lernformen bearbeitet werden, bei der sich zunachst
die Schiiler in Einzelarbeit eine Meinung bilden und diese dann in einer Kleingruppe austauschen. In
einem letzten Schritt werden die Ergebnisse der Gruppen zusammengetragen. Insgesamt sollten
mindestens 30 Minuten eingeplant werden. Als weiterfiihrende Aufgabe bietet sich der Vergleich
dieser Daten mit denen heutiger Automodelle an.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

Bei der Aufgabe a) kann im einfachsten Fall die GroRe des Autos als seine Hohe oder seine Lange
interpretiert werden. Je nach verwendetem Kriterium sind Carolins und Dominiks (Héhe je

1400 mm), Boris' (Breite = 1650 mm) oder Annes und Dominiks (Lange jeweils 4100 mm) das groRte
Auto. Qualitativ hohe Schilerantworten konnen durch die simultane Berlicksichtigung mehrerer Ei-

° vgl. Broschiire ,,Sicheres Wissen und Kdnnen GroRen, S. 9
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genschaften wie Lange, Breite und Hohe entstehen. Obwohl kein Auto quaderférmig ist, konnte —
ahnliche Karosserieformen der Limousinen vorausgesetzt — das Produkt aus Lange, Breite und Hohe
als Vergleichswert fiir den Rauminhalt des Autos dienen. In diesem Fall ware Dominiks Auto das
grofSte. Das Einbeziehen technischer Daten, wie die Leistung oder die GrofSe des Hubraums, ist eine
weitere denkbare Interpretationsmoglichkeit. Die Qualitat der sprachlichen Darstellung ist ebenfalls
ein qualitativer Aspekt der Schiilerantwort.

Bei der Teilaufgabe b) geht es darum, dass das jeweilige Auto moglichst oft den besten Wert hat.
Wenn man fiir jedes Merkmal Platze fiir die einzelnen Autos vergibt, so hat das Auto von Boris vier-
mal, das Auto von Dominik dreimal, das Auto von Anne zweimal und das Auto von Carolin nur einmal
den ersten Platz. Werden alle Platzziffern der Merkmale addiert, so ergibt sich flir das Auto von Do-
minik die Summe 16, fiir das Auto von Boris 18, flir das Auto von Anne 20 und fir das Auto von Caro-
lin der Wert 23.

Aufgabe 2

Gib Paare von Einheiten an, bei denen die Umrechnungszahl folgenden Wert hat
a) 10 b) 100 c) 1000

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen
Der Einsatz der Aufgabe ist sinnvoll nach der Behandlung aller GréRen zur komplexen Festigung des
Umrechnens von GroRen.

Beim Umrechnen von GréRen — das fur andere Unterrichtsfacher, die weitere Ausbildung und den
Alltag von grolRer Bedeutung ist — sollte zwischen einem sicheren, einem reaktivierbaren und einem
exemplarischen Wissen und Kénnen unterschieden werden. Das sichere Wissen und Kénnen umfasst
GroRenvorstellungen und sicheres Umrechnen zu ausgewahlten Einheiten bei jeder GroRe™. Das
Umrechnen zwischen allen tbrigen Einheiten sollte als Problemldseprozess konzipiert werden.

Zur Orientierung der Schiiler fiir die komplexe Handlung des Umrechnens ist es sinnvoll, zwischen
den Teilhandlungen "Bestimmen der Umrechnungszahl" und "Bestimmen der Rechenoperation" zu
unterscheiden. So ist zum Beispiel die Umrechnungszahl von Meter in Zentimeter und auch von Zen-
timeter in Meter jeweils 100, wihrend sich die anzuwendenden Rechenoperationen unterscheiden™'.

Zum Lernen der jeweiligen Einheitenketten und Umrechnungszahlen ist es sinnvoll, sich bestimmte
GroRengleichungen einzupragen (zum Beispiel 1 m = 100 cm).

Die Aufgabe selbst ist eine Umkehraufgabe zum Bestimmen der Umrechnungszahl bei zwei gegebe-
nen Einheiten und somit ein notwendiger Bestandteil des Lernprozesses.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe
Zum rationellen Notieren der Ergebnisse sollte vorher vereinbart werden, nur die Abkiirzungen der
Einheiten ohne die MaRzahl 1 zu verwenden, also z. B. fur die Einheit 1 m nur "m" zu schreiben.

Bei der Angabe der Einheitenpaare ist die Reihenfolge der Einheiten nicht von Bedeutung.

Die Verwendung eines Nachschlagewerkes oder des Lehrbuches sollte bei dieser Aufgabe nicht ge-
stattet werden, um eine ausreichende Differenzierung in der Anzahl der Antworten der Schiiler zu
erhalten.

Da es bei der Teilaufgabe a) nur relativ wenige Einheitenpaare gibt, kann diese Aufgabe als Einstieg
gewadhlt werden.

Bei den Teilaufgaben b) und c) kdnnen nicht nur benachbarte Einheiten gewahlt werden, wodurch
sich weitere Moglichkeiten flr Antworten unterschiedlicher Qualitat ergeben.

10 vgl. Broschire ,,Sicheres Wissen und Kénnen GroRen”
1 vgl. Broschiire ,,Sicheres Wissen und Kénnen GroRen”, S. 10/11
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Bei dieser Aufgabe ist es sinnvoll, im Anschluss an die Prasentation der Schilerlésungen gemeinsam
eine systematische Darstellung der Einheitenpaare fir jede Umrechnungszahl vorzunehmen.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten
Fiir die Umrechnungszahlen 100 und 1000 sind in der Tabelle nicht alle moglichen Einheitenpaare
angegeben.

Umrechnungszahl Einheitenpaare
10 m —dm; cm —dm, cm —mm; t —dt
100 € - ct; dt —kg; cm —m; km?2 - ha; m? - dm?, cm? - mm?; hl - 1; ...
1000 t—kg; kg—g; g—mg, km—-m; mm— m;m*=1; [—=ml; cm®—mm?; ...
Aufgabe 3

a) Nenne Eigenschaften eines Brotes, die du mit mathematischen GroRen beschreiben kannst.
Gib die GrofRe und sinnvolle Einheiten der GroRe an.

b) Finde andere Gegenstande, auf die du die Aufgabenstellung tber-
tragen kannst. \IIUW Malﬂ“t//
T

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Mit dieser Aufgabe konnen die Kenntnisse der Schiiler zum Wort GréBe, das in der Umgangssprache
und in der Mathematik unterschiedliche Bedeutungen hat?, gefestigt werden.

Die Schiiler erleben an einem einprdagsamen Beispiel, dass man verschiedene, aber nicht alle Eigen-
schaften eines Objektes mit mathematischen GrofRen beschreiben kann.

Die Schiiler iiben sich im Beschreiben und verstindlichen Darstellen ihrer Uberlegungen, Lésungs-
wege und Ergebnisse.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

Der Einsatz der Aufgabe ist vor allem bei gemischten Aufgaben am Ende des Stoffgebietes sinnvoll.
Zundachst sollten die Schiiler nur die Aufgabe a) bearbeiten. Das Ergebnis kann an der Tafel in Form
einer Mindmap (mit einem gezeichneten Brot in der Mitte) fiir alle Schiiler nachvollziehbar festgehal-
ten werden. Nach einer etwa 30-minitigen Bearbeitung und Diskussion im Unterricht kann die Auf-
gabe b) als Hausaufgabe gestellt werden.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

In der Erprobung war zu beobachten, dass die Schiiler die Beschreibung von Eigenschaften mithilfe
von GroéRen in unterschiedlicher Art vornehmen. Wahrend einige Schiler mit konkreten Angaben
operieren (Ein Brot wiegt 1 kg und ist etwa 25 cm lang.), nennen andere nur den Namen der Eigen-
schaft und eine mogliche MaReinheit. Beide Ansatze unterscheiden sich durch den Grad der Abstrak-
tion und sollten jeweils als zutreffende Antwort gewertet werden.

12 vgl. Broschiire ,,Sicheres Wissen und Kénnen GroBen”, S. 9
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Objekt Eigenschaft GroBe sinnvolle Einheiten

a) Brot Preis Wahrung € ct
Gewicht Masse g; kg
GroRe Volumen cm3; |
Lange Lange cm
Backdauer Zeit min; h

b) z. B. Glihlampe | Preis Wahrung €, ct
Betriebsdauer Zeit h
Hohe Lange cm
Durchmesser Lange cm

z. B. Kiihlschrank | Preis Wahrung €

Stellflache Flaicheninhalt | m?2
Linge/ Breite/ Hohe | Lange m; cm
GrofRe Volumen I

Aufgabe 4

Wie viele Holzstdmme sind auf dem Foto zu sehen?

Suche verschiedene Méglichkeiten, wie man die Anzahl ndherungsweise Kzam
bestimmen kann und beschreibe, was dabei zu beachten ist. \\llllW -

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Die Aufgabe sollte in die Prozesse der Entwicklung von Kenntnissen zur Arbeit mit Naherungswerten
sowie insbesondere zum Schatzen von Anzahlen eingeordnet werden. So kénnen die Schiiler gut
erkennen, dass oft eine genaue Losung nicht moglich und mit Blick auf die Verwendung des Ergebnis-
ses auch nicht sinnvoll ist.

Die moglichen Verfahren zur naherungsweisen Bestimmung der Anzahl sind selbst kein Lerngegen-
stand. Es kann aber ein Bezug des "Rasterverfahrens" zur generellen Methode des Schatzens von
Grolen durch Vergleichen mit geeigneten VergleichsgroRen hergestellt werden.

Mit dieser Aufgabe kénnen die Schiiler auch eindrucksvoll erleben, dass es verschiedene Losungs-
wege fir ein Ergebnis gibt und dass man die Meinungen und Losungswege anderer Schiiler akzeptie-
ren sollte.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe
Die Aufgabe sollte im Zusammenhang mit der Wiederholung von Ndherungswerten und
Rundungsregeln sowie der Moglichkeiten zum Schatzen von GréRen eingesetzt werden.

Bei der Erprobung der Aufgabe haben sich folgende Vorgehensweisen bewahrt:

— Jeder Schiiler hat sich zundchst etwa 10 min selbststandig mit der Aufgabe beschaftigt.

— Die Beschaftigung mit der Aufgabe erfolgte in Partner- oder auch Gruppenarbeit.

— Jeder Schiiler bzw. jede Gruppe erhalt eine Kopie des Fotos (mdglichst in Farbe).

— Zusammen mit der Aufgabe wurden den Schiilern noch weitere analoge Bilder vorgelegt, wozu
eine PowerPoint-Prasentation angefertigt wurde (s. http://www.mathe-mv.de).

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

Bei den Erprobungen ergaben sich folgende Schiilerantworten:

— Nur sehr wenige Schiiler wussten mit der Aufgabe gar nichts anzufangen.

— Viele Schiiler haben sofort angefangen zu zahlen und dabei jeden Stamm markiert, einige durch
einen Punkt oder Strich, andere haben die Baumstamme ausgemalt.

— Einige Schiiler haben die Anzahl der Stdamme an den Seiten des Fotos gezahlt und miteinander
multipliziert.

— Einige Schiiler haben das Bild in verschiedene, auch unterschiedlich grol3e Segmente zerlegt und
die Stamme in jedem dieser Segmente gezahlt und anschlieBend addiert.
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— Wenige Schiiler kamen auf die Idee, das Bild in gleichgroRe Rechtecke zu zerlegen, die Anzahl der
Baumstamme in einem Rechteck auszuzahlen und dann mit der Anzahl der Rechtecke zu
multiplizieren. In einer Klasse hat dies nur der langsamste Schiiler getan, der dann aber am
schnellsten fertig war.

— Es ergaben sich sehr viele verschiedene Losungen. In einer Klasse waren es 22, die zwischen 210
und 367 lagen.

— Es war oft zu beobachten, dass einige Schiler nur auf das Finden einer "genauen" Losung
bedacht waren — mit der Beflirchtung, dass der nicht genaue Wert eine "falsche" Lésung sei.

Auf dem Bild sind etwa 290 Baumstamme ganz oder teilweise zu sehen. Teilt man das Bild in 8 Teile,
so befinden sich im linken oberen Feld nur etwa 27 Baumstamme.

Es muss diskutiert werden, ob man ein Objekt noch zahlt, wenn es nur sehr wenig zu sehen ist.

Die unterschiedliche Qualitét der Antworten ergibt sich aus der gefundenen Zahl von Einteilungsmog-
lichkeiten und der Qualitat der Diskussionen zu den Bedingungen der Anzahlermittlung.

Aufgabe 5

Frau Miller will mit der Bahn von Schwerin nach Stralsund fahren.. Im T T
Internet hat Frau Miiller folgende Zugverbindungen gefunden: ( Malﬂnt >
Frau Miller muss um 10:00 Uhr in Stralsund sein. Fir die Fahrt zum Bahn- \\Ilﬂ\lv e

hof benotigt sie eine halbe Stunde. Wann sollte sie ihre Wohnung spates-
tens verlassen haben?

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Die Aufgabe kann einen Beitrag zur Entwicklung des Interesses und der Fahigkeiten im Losen von
Sachaufgaben leisten. In der Aufgabe wurden bewusst Informationen fortgelassen, die eine eindeuti-
ge Losung ermoglichen wiirden. Die Schiler konnen nicht einfach drauflos rechnen und missen sich
zunachst fragen, was in der Wirklichkeit noch alles zu beachten ist und welche weiteren Fragen man
noch stellen misste. Dies sind wesentliche Teilhandlungen zum Erfassen des Sachverhalts (vgl. S. 12).

Die Aufgabe ist weiterhin geeignet, das Kénnen der Schiiler im Arbeiten mit Fahrplanen weiterzuent-
wickeln, woflr es aber auch eine Reihe weiterer Aufgabenstellung mit moglichst realen Fahrplanen
bedarf.

Aufgaben zum Planen von Wandertagen und Klassenfahrten wecken bei den Schiilern positive Asso-
ziationen und motivieren. In dieser Aufgabe werden dabei Informationen zum Problem des Fahrens
mit 6ffentlichen Verkehrsmitteln, insbesondere der Eisenbahn, diskutiert, die fiir einen grofRen Teil
der Schiler nicht alltaglich sind.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

Die Aufgabe kann bei der Behandlung der GréRen, insbesondere bei den GroRen Wahrung und Zeit,
aber auch im Rahmen der gemischten Aufgaben eingesetzt werden. Es sollten vorher Ubungen zum
Arbeiten mit Fahrplanen erfolgt sein.

Bewadhrt haben sich bei den zahlreichen Erprobungen folgende Formen der Unterrichtsgestaltung:

— Die Aufgabe wurde ausgedruckt und jedem Schiler zum Einkleben in den Hefter gegeben bzw.
mit einem Beamer projiziert.

— Den Schiilern wurde die Aufgabe mit der Bemerkung gegeben, dass sie sich in die Lage von Frau
Miuiller versetzen sollen und die Aufgabe nicht als reine "Matheaufgabe" ansehen sollen.

— Wenn Schiiler zu Beginn der Bearbeitung der Aufgabe Fragen zur weiteren Informationen zum
Sachverhalt gestellt haben, wurden diese Fragen nicht beantwortet.

— Den Schiilern wurde 20 min Zeit gegeben, um die Ergebnisse ihrer Uberlegungen schriftlich fest-
zuhalten.
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— Jeder Schiiler sollte in 10 min drei Fragen zum Sachverhalt auf einen Zettel schreiben. Danach
wurden Gruppen gebildet, in denen sich die Schiiller austauschen konnten. Anschlieend hatte
jeder noch 10 min Zeit, seine Losung aufzuschreiben.

— Vor dem Bearbeiten der Aufgabe wurde die Reiseroute anhand einer Karte des Landes als fa-
cheribergreifendes Element zum Geographieunterricht veranschaulicht.

— Von einigen Kollegen wurde eine Veranderung der Reiseroute unter Einbeziehung des Heimator-
tes als Ausgangspunkt der Reise vorgenommen. In gréReren Stadten wurden innerstadtische
Nahverkehrsverbindungen verwendet.

— Durch die Ausléschung bestimmter Informationen in der Tabelle (wie Reisedauer oder Abfahrts-
bzw. Ankunftszeiten) wurde in einer ersten Phase das Rechnen mit Zeitdifferenzen getibt.

— Es wurden verschiedene reale Auskunftssysteme (wie Fahrplanauskunft im Internet bzw. ge-
druckte Fahrplédne) einbezogen.

— Angesichts der Vielfalt der Aufgabenvariationen ist auch das zu planende Zeitmal} verschieden. In
der vorliegenden Version sollten mindestens 30 Minuten veranschlagt werden, mit den Erweite-
rungen kdnnen bis zu 90 Minuten ausgefiillt werden.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

Obwohl es sich um eine Sachaufgabe handelt, haben bei den zahlreichen Erprobungen der Aufgabe
fast immer alle Schiiler eine akzeptable Antwort gefunden und sich mit Freude an der Bearbeitung
dieser Aufgabe beteiligt. Es kam zu zahlreichen Diskussionen, an denen sich insbesondere auch leis-
tungsschwachere Schiiler aktiv beteiligt haben.

In einigen Fallen haben sich die Schiiler aber auch nicht auf den Sachverhalt eingelassen und nur
"rein mathematisch" gedacht, ohne weitere Bedingungen zu beriicksichtigen.

Bei den schriftlichen Uberlegungen zur Aufgabe haben die Schiiler eine kleine Geschichte entwickelt.

Alle Schiiler haben erkannt, dass nur die ersten drei Ziige in Frage kommen und die meisten haben
sich fuir den zweiten Zug entschieden.

Von den Schiilern wurden unter anderem folgende Fragen und Probleme genannt, sowie Begriin-

dungen angegeben.

—  Wie kommt Frau Miiller zum Bahnhof in Schwerin?

—  Was gehért zur Fahrt zum Bahnhof — nur die reine Fahrzeit oder auch Wartezeiten fiir OPNV bzw.
Parkplatzsuche und Weg zum Bahnsteig?

— Muss Frau Miiller noch eine Fahrkarte kaufen und wie lange kbnnte das dauern?

— Woin Stralsund findet das Treffen statt: direkt am Bahnhof oder an einem anderen Ort? Muss
der Weg zum Treffpunkt beriicksichtigt werden?

— Fir welchen Zug entscheidet sich Frau Miller — schnell, bequem (ohne Umsteigen) oder preis-
wert?

— Schiiler, die den ersten Zug ausgewahlt hatten, gaben als Begriindung an, dass man nicht umstei-
gen muss, im Zug ja noch schlafen kann und am Zielbahnhof noch Friihstiick essen oder shoppen
kénnte.

— Die meisten Schiiler wussten nicht, was ein Nachtzug ist und dass man dort auch sitzen kann.

— Den dritten Zug wahlten Schiiler aus, die es sonst auch nicht so genau mit der Plinktlichkeit neh-
men bzw. noch nie Zug gefahren sind.

— Ineinigen Klassen haben viele Schiiler auRer den vorgegebenen 30 min fiir die Fahrt zum Bahn-
hof keine weiteren Zeiten fur andere Dinge eingeplant.
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Aufgabe 6

Jens hat fur den Besuch des Freibades 8 € bekommen. Er bezahlt davon den Eintritt und fur die Bus-
fahrt hin und zuriick insgesamt 1,70 €. Nach dem Baden geht Jens mit seinem Restgeld zum Kiosk,
um sich etwas zu essen und zu trinken zu kaufen. Was kénnte sich Jens kaufen?

Freibad zum Waldsee Heute im Angebot

Mineralwasser...... (0 1€
Offnungszeiten: Cola .o 0,25 |, 1€
taglich von 10:00 — 21:00 Uhr Y- | i PP (0120 I 1,20 €

Kartoffelsalat........ Portion.......cceevevveees 1,50 €
Eintritt: Wirstchen............ 1 Paar.....eeeeeeeeenens 1,80 €
Erwachsene: ......ccccccceeennnnnn. 4€ Kuchen.................. ofenfrisch................ 0,80 €
Kinder (3 bis 16 Jahre): ........ 2€ Pommes................ Klein ...cvveveeeeeeenines 1,50 €

Pommes................ [={ o] I 2€

(D To ] 1= PP 2,80 €

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen
Mit dieser Sachaufgabe, die einen engen Bezug zur Lebensumwelt der Schiiler hat, kdnnen die Ein-
stellung und das Kénnen der Schiiler im Erfassen des Sachverhaltes entwickelt werden. Insbesondere
erleben Schiiler, dass man verschiedene Uberlegungen zum Sachverhalt anstellen kann.

Da jeder Schiiler in der Regel eine Losung findet, ist die Aufgabe auch zur Motivation des Lésens von
Sachaufgaben geeignet.

Weiterhin kdnnen mit der Aufgabe die Fertigkeiten im Addieren und Subtrahieren von Dezimal-
brichen sowie im Umgang mit der GrofRe Wahrung gefestigt werden.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

Angesichts des umfangreichen Zahlenmaterials hat sich das Ausgeben eines Arbeitsblatts an die
Schiiler bewahrt.

Nach einer Phase der selbststandigen Schilerarbeit von etwa 20 min wurden die Ergebnisse in der
Regel durch die Schiiler an der Tafel notiert. Die meisten Kollegen gaben dazu keine Struktur der
Darstellung vor. Das Erfassen der Schilerlésungen in einer Tabelle hat sich in einer Klasse als sehr
glnstig erwiesen.

Die Aufgabe wurde von einigen genutzt, um lGber Fragen der gesunden Ernahrung mit den Schiilern
zu diskutieren.

In einem Fall wurde die Aufgabe in der Freiarbeit eingesetzt.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

Bei der Erprobung der Aufgabe wurde noch der Wert 1,45 € fiir die Busfahrt verwendet. Einige Schi-
ler hatten dadurch Probleme beim schriftlichen Addieren bzw. Subtrahieren. Damit daran im Sinne
einer polyvalenten Aufgabe moglichst wenige Schiiler scheitern, haben wir den Wert auf 1,70 € ge-
andert.

Die Tabelle enthalt einige mogliche Zusammenstellungen.

1. Beispiel 2. Beispiel 3. Beispiel 4. Beispiel

Busfahrt 1,70 € | Busfahrt 1,70 € | Busfahrt 1,70 € | Busfahrt 1,70 €
Eintritt 2,00 € | Eintritt 2,00 € | Eintritt 2,00 € | Eintritt 2,00 €
Cola 1,00 € | Wasser 1,00 € | Saft 1,20 € | Cola 1,00 €
Pommes (groB) 2,00 € | Kartoffelsalat 1,50 € | Déner 2,80 € | Pommes (klein) 1,50 €
Wasser 1,00 € | Wirstchen 1,80 € Kuchen 0,80 €
Betrag 7,70 € | Betrag 8,00 € | Betrag 7,70 € | Betrag 7,80 €
Restgeld 0,30 € | Restgeld 0,00 € | Restgeld 0,30 € | Restgeld 0,20 €




GrofRen 53

Bei den Losungen der Schiiler zeigten sich die unterschiedlichen Vorlieben fiir Getranke und Esswa-
ren. In der Regel gaben die Schiiler mindestens zwei Losungen an, wobei sich v. a. leistungsstarkere
Schiiler oft auch darauf beschrankten. Die Vielzahl der mégliche Losung hat aber den meisten viel
Freude bereitet, es wurden teilweise 16 und 20 (im Rahmen der Freiarbeit sogar bis 79) verschiedene
Losungen gefunden.

Es gab zwei Vorgehensweisen. Einige haben erst ausgerechnet, wie viel Geld fir Essen und Trinken
Ubrig bleibt und die anderen haben erst ausgerechnet, was an "Festkosten" da ist und entsprechend
dann die Betrage addiert.

Einige interessante Schiilerantworten:

— Ein Schiler gab das Restgeld komplett fir Kuchen aus.

— Meistens wurden Pommes, Doner und Cola gekauft.

— Einige hatten die Idee, das Geld fiir die Rickfahrt zu sparen und dafiir zu FuR nach Hause zu ge-
hen oder die Eltern mit dem Handy anzurufen, damit sie von ihnen abgeholt werden.
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Aufgaben zu GroRRen

1. Anne, Boris, Carolin und Dominik spielen oft zusam- e :

men Oldtimer-Autoquartett. Sie haben die Daten ih- e

rer Lieblingsautos in einer Tabelle zusammengestellt.

Sie Uberlegen nun gemeinsam

a) welches das grofRte Auto ist und

b) welche der vier Karten insgesamt die starkste
Karte ist.

Wie wiirdest Du entscheiden? Begriinde!

Abb. mit freundlicher Genehmigung von www.best-classics.de

Anne Boris Carolin | Dominik
k
Hochstgeschwindigkeit in Tm 174 188 173 180
Ldnge in mm 4100 3500 3700 4100
Breite in mm 1620 1650 1610 1600
Hohe in mm 1360 1100 1400 1400
Leistung in PS 95 130 96 113
U
Umdrehungszahl in — 5750 5400 6500 6500
min
Hubraum in cm? 1490 1962 1290 1570
Baujahr 1983 1980 1955 1962

2. Gib Paare von Einheiten an, deren Umrechnungszahl 10 (100, 1000) ist.

3. a) Nenne Eigenschaften eines Brotes, die du mit mathematischen GroRRen beschreiben kannst.
Gib die GroRe und sinnvolle Einheiten der GroRe an.
b) Finde andere Gegenstidnde, auf die du die Aufgabenstellung Gbertragen kannst.

4. Wie viele Holzstdmme sind auf dem Foto zu sehen?
Suche verschiedene Moglichkeiten, wie man die Anzahl ndherungsweise bestimmen kann und
beschreibe, was dabei zu beachten ist.

Foto: privat
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5. Frau Miller will mit der Bahn von Schwerin nach Stralsund fahren. Im Internet hat Frau Miller

folgende Zugverbindungen gefunden:

Strecke Zeit Dauer | Umsteigen | Zug Preis
ccwerin HbF | ab05:4% | 212 0 RE | 24,60 € | RE: Regiondlexpress
v 2065 || |
ccwerln Hot | ab 7440 | 21 1 | RE NZ | 30,00 € | NZ: Nachtzug
scnwerin foT | 398371 .04 0 IC | 30,00€ | IC: ntercity
e 20 | | e
v won |y |

Frau Miller muss um 10:00 Uhr in Stralsund sein. Fiir die Fahrt zum Bahnhof bendtigt sie eine
halbe Stunde. Wann sollte sie ihre Wohnung spatestens verlassen haben?

6. Jens hat fur den Besuch des Freibades 8 € bekommen. Er bezahlt davon den Eintritt und fiir die
Busfahrt hin und zuriick insgesamt 1,70 €. Nach dem Baden geht Jens mit seinem Restgeld zum
Kiosk, um sich etwas zu essen und zu trinken zu kaufen. Was kénnte sich Jens kaufen?

Freibad zum Waldsee

Offnungszeiten:
taglich von 10.00 Uhr —21.00 Uhr

Eintritt:

Kinder (3 bis 16 Jahre): .......... 2€

Heute im Angebot

Mineralwasser ........ (0= 1€
Cola i, (0] 2% 1€
Saft..cccceeicieeeee, (017 P 1,20 €
Kartoffelsalat .......... Portion ................. 1,50 €
Woirstchen .............. 1Paar....cccee.... 1,80 €
Kuchen ......ccuvvvevenees ofenfrisch............. 0,80 €
Pommes.................. klein....cccooeeeeenennnns 1,50 €
Pommes ........o....... groB....eeeecieeennen, 2€
Do) 1 1] S 2,80 €
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6 Stochastik
Hinweise zu den Aufgaben

Aufgabe 1

1. Was kodnnten die Angaben 121 —
in dem Diagramm bedeuten? 101
Finde fiir dein Beispiel die Beschriftung
fir die Achsen.

i

1
]
1
]
i

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Die Aufgabe ist sehr gut geeignet zur Festigung folgender Teilhandlungen zum Lesen und Anfertigen
von Diagrammen: Erkennen der auf den Achsen dargestellten GroRen, Erkennen der Einteilung der
Achsen, Ablesen von Werten auf den Achsen und einander zugeordneter GréRenpaare, Erkennen
groRter und kleinster Werte, Beschreiben des dargestellten Zusammenhangs.

Es kdnnen weiterhin Begriffe aus der beschreibenden Statistik wie absolute Haufigkeit, Haufigkeits-
verteilung, Maximum, Minimum, Modalwerte und Spannweite gefestigt werden.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe
Die Aufgabe kann in allen Klassenstufen in Stoffgebieten zur beschreibenden Statistik eingesetzt
werden.

Erprobt wurde folgende Variante in flinften Klassen:

Jeder Schiller bekommt ein Arbeitsblatt mit der Aufgabenstellung in die Hand mit dem Hinweis,
wenn moglich verschiedene Bedeutungen fiir das Diagramm zu finden. 10 Minuten Zeit werden vor-
gegeben.

Variationen: Die Aufgabe kann schon als Hausaufgabe gestellt worden sein. Ein Vorgeben der Aufga-
be an der Tafel ist ebenfalls moglich.

Danach findet in weiteren 8 Minuten ein Austausch der Schiilerergebnisse in Gruppen zu 3-4 Schi-

lern statt. Die Ergebnisse sollen auf Wirklichkeitsnahe tberprift werden und jeder Schiiler stellt fur
eines seiner Beispiele die Beschriftung des Diagramms vor.

AnschlieBend stellt jede Gruppe kurz und prazise ein Beispiel vor, Wiederholungen sind zu vermei-

den, deshalb werden sehr originelle Beispiele vorgestellt.

Variation: Bewahrt hat sich auch ein Vorstellen der Gruppenergebnisse auf Plakaten.

Zuletzt werden an einem Schiilerbeispiel Begriffe aus der Stochastik wiederholt und gefestigt (Um-
fang der Stichprobe, absolute Haufigkeit, Minimum, Maximum, Spannweite).

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

Generell lieBen sich in der Erprobung die Schiilerantworten in zwei Kategorien einteilen: Die numeri-
schen Bezeichnungen der Abszisse kénnen entweder direkt als Zahlenwert (z. B. Zensuren, Augenzahl
beim Wiirfel, Anzahl der Katzen pro Wurf) oder auch als Codierung fiir nichtnumerische Daten
(Sportarten, Haustierarten usw.) interpretiert werden.

Gelegentlich wurden die Werte auf der Ordinatenachse auch als Vielfache von Zehnerpotenzen auf-
gefasst.

In der Erprobung traten folgende Schiilerantworten auf, wobei eine Beschriftung der Achsen nicht
verlangt wurde.
— allgemeine Antworten: Diagramm kann sehr vieles bedeuten, z. B. Tiere oder Sportarten.
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— Es kénnte das Ergebnis einer Umfrage sein, wie viele Miinzen die Leute gerade im Portmonee
haben.

— Es wird erfasst, wie viele Grippekranke in den letzten 6 Tagen zum Hausarzt gegangen sind.

— Essind Antworten auf die Frage, wie viele Kinder in einer Familie sind.

— Das Diagramm zeigt, wie viele Stimmen bei einer Wahl an 6 Kandidaten gegeben wurden.

— Der Zensurenspiegel einer Arbeit ist flir 28 Schiiler ablesbar.

— Anzahl der Touristenbesuche an 6 beriihmten Orten, Einteilung in 10000.

— Dargestellt sind die Vorrate von 6 Getreidesorten in Tonnen.

Aufgabe 2 T T e
Der Tourismusverband Mecklenburg-Vorpommern mdchte wissen, wie g Mah;nt \>
viele Urlauber im September ungefahr auf der Insel Riigen waren. \\Ill“V -
Wie kénnte der Tourismusverband dies ermitteln? T

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Diese Aufgabe kann eingesetzt werden, wenn die Schiiler erste Erfahrungen zur Auswertung von
Daten gesammelt haben. Hier werden den Schiilern die vielfaltigen Mdglichkeiten und die dabei zu
beachtenden Probleme des Sammelns von Daten bewusst gemacht.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

Hier empfiehlt sich der Einsatz der Ich-Du-Wir-Methode. Die Schiiler iberlegen zunachst allein, tau-
schen sich dann mit ihrem Banknachbarn aus, danach in einer kleinen Gruppe. Die Ergebnisse der
Gruppe werden dann prasentiert. Fir selbststiandige Schiilerarbeit (Ich-Phase) sollten 10 Minuten zur
Verfligung stehen.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten
Eine Idee sollte jeder Schiiler finden. Weiterfiihrende Gedanken sind die Betrachtung auftretender
Probleme und die Uberlegung, dass eine Vollerhebung oder eine Stichprobe méglich sind.

Ideen zum Sammeln von Daten mégliche auftretende Probleme

Befragung der Hotels und Zimmervermieter  Eine Beriicksichtigung von Ubernachtungen iiber die
zu den Ubernachtungen im Monat Septem- ~ Monatsgrenzen hinweg ist nicht méglich. Tagesur-
ber lauber werden nicht erfasst.

Autos von Riiganern und Tagesbesuchern sowie Aus-

75h| A - Ri
dhlen der Autos, die Uber den Rigendamm fluge von Urlaubern aufs Festland werden ebenfalls

und die Riigenbricke fahren

erfasst;
Zahlen der Personen, die die Tourismus- Nicht alle Touristen besuchen die Tourismusinforma-
information besuchen tionen, einige vielleicht auch mehrfach.
Aufgabe 3
Alle Schiiler einer 5. Klasse gaben in einer Um- Lieblingstatigkeit Anzahl der Schiiler
frage ihre Lieblingstatigkeit an. FuRball spielen 3
Stelle Fragen, die man mit diesen Daten beant- Treffen mit Freunden 8
worten kann. Lesen 10
Computerspiele spielen 6

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Diese Aufgabe kann zur Ubung der Auswertung von Tabellen dienen. Die — T T T
Schiiler haben die Moglichkeit, diese Daten auszuwerten und dabei Aus- Malant >
wertungskriterien zu finden. Imlv -

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe
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Hier kann man zum spateren Prasentieren den Schiilern in der Arbeitsphase vorbereitete Folien fiir
den Overhead-Projektor oder groRe Papierstreifen zum Anheften an die Tafel geben. So spart man in
der Prasentationsphase Zeit. Fiir die Arbeitsphase, die als Einzelarbeit gestaltet werden kann, sollten
10 Minuten zur Verfligung stehen.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten
Mogliche Fragen und Antworten:

Frage Antwort
Wie viele Schiiler sind in der Klasse? 27
Welches ist die hdufigste Lieblingstatigkeit? Lesen

Was ist beliebter, Treffen mit Freunden oder Computerspielen? Treffen mit Freunden

Es sind folgende kritische Uberlegungen zur Durchfiihrung der Befragung méglich:

— Es wird nicht klar, ob jeder Schiiler nur eine Lieblingstatigkeit angeben durfte. Ansonsten kann
man aus den Daten nicht auf die Anzahl der Schiler in der Klasse schlieRen.

— Die Kategorie Lesen ist sehr allgemein formuliert. Dahinter konnen sich unterschiedliche Tatigkei-
ten verbergen, wie Lesen von Zeitungen, Zeitschriften oder Blichern.

— Man kann sich auch mit Freunden treffen, um Computerspiele zu spielen.

— Die Anzahl der Lieblingstatigkeiten ist relativ gering fur Schiiler einer 5. Klasse, es fehlen z. B.
weitere Sportarten, das Fernsehen und anderes.

Weitere Hinweise
Die Aufgabe kénnte Anlass fiir eine selbst durchgefiihrte Befragung in der Klasse sein.

Aufgabe 4
. . . . ? " % .
Stimmt dies in deiner Klasse? Uberlege, mit “ ‘eben auf gronem FIIBI

welchen Daten man dies untersuchen kénnte.

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Mit der Aufgabe kdnnen die Kenntnisse und Fahigkeiten zur Planung und
Auswertung von statistischen Untersuchungen weiterentwickelt werden.
Klassendaten sind eine sehr gut geeignete Mdoglichkeit, die Schiiler intensiv
an den dabei auftretenden Problemen arbeiten zu lassen. Bei dieser Auf-
gabe ist es sinnvoll, sich auf die Planung einer Datenerfassung zu beschranken.

iy DM

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

Die Schiiler sollten zuerst iberlegen, was mit der Formulierung gemeint sein konnte.
Hier konnten folgenden Deutungen erfolgen:

1. Es konnte die FuB- bzw. SchuhgrofRe gemeint sein, die im Mittel besonders groR ist.
2. Es konnte auch um die finanziellen Verhaltnisse bei den einzelnen Schiilern gehen.
3. Es konnte der finanzielle Aufwand bei Klassenveranstaltungen gemeint sein.

Dann sollte eine Einigung auf den erstem oder dritten Gesichtspunkt erfolgen, da der zweite Ansatz
schon aus Griinden des Datenschutzes nicht weiterverfolgt werden kann.

Die Frage fur die selbststdandige Schilerarbeit ist danach: Wie kénnte man herausfinden, ob die Aus-
sage in der betreffenden Deutung fiir unsere Klasse zutrifft. Fiir die Bearbeitung sollten den Schiilern
10 Minuten zur Verfligung stehen.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

Zum Beantworten der Frage miissen neben den Daten der Klasse auch Daten aus vergleichbaren
Populationen (Schiiler der Altersgruppe; 5. Klassen) vorhanden sein. Diese werden in der Regel nicht
vorliegen, so dass nur eine Diskussion der Moglichkeiten zur Datenerfassung erfolgen kann.
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Aufgabe 5
Diese Zuschauertabelle ist nach dem letzten Spieltag einer Bundesliga-Saison entstanden.
Jede Mannschaft bestreitet in einer Saison 17 Heimspiele.

Zuschauerzahlen bei den Heimspielen der Mannschaften
Mannschaft am letzten Minimum in der Maximum in der

Spieltag Saison Saison
FC Bayern Miinchen 66 000 22 500 66 000
1. FCKdln 20 600 20 600 50374
MSV Duisburg 61 500 14 000 66 000
DSC Arminia Bielefeld 35000 18 000 35000

a) Formuliere Fragen, die man mithilfe der Angaben aus der Tabelle alﬂ“t
beantworten kann und gib die jeweiligen Antworten an. nﬂlv M

b) Vergleiche die Zuschauerzahlen und stelle eine Reihenfolge der
Mannschaften auf.
Gib an, wie du die Mannschaften geordnet hast und was dies bedeuten kénnte.

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Das Hauptziel der Aufgabe ist die Entwicklung der Fahigkeiten im Lesen von Tabellen und in der For-
mulierung von Fragen, die mit Daten beantwortet werden kénnen. Dabei werden die sprachlichen
Fahigkeiten der Schiler entwickelt. Es werden die Wérter Minimum und Maximum geubt.

Die Schiiler miissen weiterhin Zahlen lesen kénnen und es werden die schriftlichen Verfahren der
Addition und der Subtraktion nattrlicher Zahlen wiederholt und geiibt. Es kdnnen auch Vorstellun-
gen zu groRen Zahlen entwickelt werden, wenn geeignete Vergleiche etwa mit Einwohnerzahlen von
Stadten angestellt werden.

Ausgehend von der Angabe der maximalen Zuschauerzahl beim 1. FC K6In kann auch (ber sinnvolle
Angaben und gerundete Werte bzw. Schatzungen diskutiert werden.

Mit der Teilaufgabe b) kann gezeigt werden, dass aus denselben Daten ganz unterschiedliche Schluss-
folgerungen gezogen werden kdnnen.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

Es sollte zunachst nur die Teilaufgabe a) bearbeitet werden, die nach unserer Einschatzung im Unter-
schied zur Teilaufgabe b) einen polyvalenter Charakter hat.

Fehlt die Teilaufgabe a), sollten 10 min fiir selbststandige Schiilerarbeit und 20 min fir die Présenta-
tion der Ergebnisse eingeplant werden.

Die Teilaufgabe b) kann auch als Hausaufgabe gestellt werden.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten:

Bei einer Erprobung ergaben sich folgende Erfahrungen:

— Es gab anregende Dispute, vor allem die Jungen fiihlten sich angesprochen.

— Die gestellten Fragen waren recht einfach und liefen stets auf die Betrachtung der Angaben in
einer Spalte hinaus: Wie viele Zuschauer waren mindestens im Stadion? Wie viele Zuschauer sa-
hen an den Tagen mit den meisten Zuschauern insgesamt zu? Wie viele Zuschauer waren am
letzten Spieltag bei den vier Mannschaften dabei?

Weiterhin sind noch folgende Fragestellungen moglich:

— Welche der vier Mannschaften hatte in der Saison die meisten/die wenigsten Zuschauer?

— Bei welcher Mannschaft ist der Unterschied zwischen Minimum und Maximum am groBRten/am
kleinsten?
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— Wie viele Zuschauer waren bei den Heimspielen von Bayern Minchen mindestens/maximal an-
wesend? (22 500 - 16 + 66 000 = 426 000 / 22 500 + 66 000 - 16 = 1 078 500)

Bei der Teilaufgabe b) sind folgende Rangfolge maoglich:
(M ... Miinchen; K ... KéIn; D ... Duisburg; B ... Bielefeld)

Reihenfolge Merkmal mogliche Bedeutungen
— Wie spannend war es bei den Mannschaften am
KBDM Anzahl der Zuschauer letzten Spieltag?
am letzten Spieltag — Wie waren die Zuschauer mit dem Abschneiden

der Mannschaften zufrieden?

Minimum der Zuschau-

DBKM — Wie treu sind die Fans, wenn es nicht so lauft?

erzahlen

Maximum der Zuschau- — Wie viele Zuschauer kommen, wenn es gut lauft
BKD/M . .

erzahlen oder der Gegner interessant ist?

—  Wie stabil sind die Zuschauerzahlen?

Differenz zwischen Ma- — Wie lassen sich die Anhanger der Mannschaften
BKMD . .. . . .

ximum und Minimum durch die Leistungen beeinflussen?

— Wie treu sind die Fans?

Aufgabe 6

Auf einem Kinderfest kann man an einem Gliicksrad drehen, das rote, gelbe, griine und blaue Felder
hat. Nur wenn der Zeiger auf ein griines Feld zeigt, gewinnt man. Die Wahrscheinlichkeit zu gewin-
nen, ist genauso groR wie die Wahrscheinlichkeit, nicht zu gewinnen.

Zeichne solche Gliicksrader und begriinde.

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Die Aufgabe ist eine Umkehraufgabe zum Bestimmen von Wahrscheinlichkeiten bei Glicksradern.
Mit der Aufgabe kdnnen die Kenntnisse der Schiiler zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten bei
gleich moglichen Ergebnissen (Laplace-Wahrscheinlichkeiten) gefestigt werden.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

Die Aufgabe ist einsetzbar, nachdem die Laplace-Formel eingefiihrt wurde.

Die Schiiler sollten eine Kopiervorlage mit 6 Kreisen und einer markierten Einteilung in 12 gleiche
Teile als Vorlage enthalten. Es sollen weitere Kopien vorhanden sein, so dass nicht der Anschein er-
weckt wird, dass es nur 6 Lésungen gibt. Fiir eine bessere Prasentation an der Tafel konnen die
Gllcksrader auch vergroBert werden.

Die Schiiler sollten mindestens 15 Minuten Zeit zum Finden der Moglichkeiten und zum Ausmalen
erhalten.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten
Analyse der Anforderungen:

6 1
Die Schiler missen erkennen, dass die Wahrscheinlichkeit zu gewinnen EZE betragt und sie somit

sechs griine Segmente ausmalen miissen, was zusammen der Flache eines halben Kreises entspricht.
Die Vielzahl der moglichen Ergebnisse ergibt sich aus der unterschiedlichen GroRRe der einzelnen Sek-
toren (1 Halbkreis, 2 Viertel-, 3 Sechstel-, 4 Achtel- oder 6 Zwolftelkreise) und ihrer Anordnung sowie
in der Moglichkeit die verbleibenden Sektoren unterschiedlicher Weise mit den restlichen Farben
auszumalen. Die restlichen Farben mussen entsprechend der Beschreibung des Gliicksrades alle ver-
wendet werden.
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Aufgabe 7

Anja zahlt in jeder Stunde, wie oft sie sich gemeldet hat und schreibt die Ergebnisse auf.

In den 6 Stunden am Montag hat sie folgendes notiert: 5, 3, 4, 8, 6, 4.

a) Am Dienstag hat sie erneut 6 Stunden Unterricht. Sie mdchte im Durchschnitt die gleiche Anzahl
von Meldungen erreichen wie am Montag. Schreibe auf, wie oft sie sich in den Stunden melden
musste.

b) Am Mittwoch hat sie nur 5 Stunden Unterricht. Wie oft misste sie sich in diesen Stunden mel-
den, wenn sie im Durchschnitt wieder die gleiche Anzahl von Meldungen erreichen mochte?

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Mit Aufgabe kdnnen die Kenntnisse der Schiler zum arithmetischen Mittel gefestigt werden. Insbe-
sondere wird die Interpretation des arithmetischen Mittels als Ausgleichswert vertieft. In diesem Fall
bedeutet das, dass das arithmetische Mittel der Wert ist, der sich ergibt, wenn Anja sich in jeder
Stunde gleich oft gemeldet hatte.

Daneben hat der Mittelwert noch eine zweite Interpretationsmaoglichkeit, namlich als Schwerpunkt
einer Haufigkeitsverteilung. Dazu musste eine Haufigkeitsverteilung gezeichnet werden, aus der sich
dann der Schwerpunkt ergibt.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

Die Aufgabe kann nach Einflihrung des arithmetischen Mittels eingesetzt werden.

Fir die selbststandige Bearbeitung beider Teilaufgaben sollten 15 Minuten eingeplant werden. Es ist
sinnvoll, die Schiller beide Teilaufgaben I6sen zu lassen, bevor die Prasentation der Ergebnisse er-
folgt, da sich aus einem moglichen Sonderfall bei Teilaufgabe a) sofort die Losung fiir b) ergibt.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

Analyse der Anforderungen:

Zur Losung der Teilaufgabe a) muss nicht das arithmetische Mittel der Meldungen berechnet werden.
Im einfachsten Fall kdnnen die gleichen Anzahlen genannt werden. In Anwendung des arithmeti-
schen Mittels als Ausgleichswert kénnen die Schiler auch einfach eine andere Verteilung der glei-
chen Anzahl etwa auch nur zwischen 2 Stunden vornehmen. Als Sonderfall kann sich bei diesen Um-
verteilungen bereits ergeben, dass sich Anja in jeder Stunde flinfmal gemeldet hat.

Wenn der Schiiler bei der Teilaufgabe a) bereits den Sonderfall der Gleichverteilung gefunden hat,
kann er sofort auf die durchschnittliche Anzahl der Meldungen am Mittwoch schlieRfen. Ansonsten
misste das arithmetische Mittel der Werte von Montag berechnet werden. Es betrdgt 30 : 6 = 5. Die
Summe aller Meldungen muss am Dienstag also 25 ergeben. Alle entsprechenden Mengen aus flinf
natlirlichen Zahlen, deren Summe 25 ergibt, sind somit Lésung.

Aufgabe 8
Zwei Mannschaften wetteifern darum, welche die beste im Werfen sei. Dazu darf jedes Mann-
schaftsmitglied einen schweren Ball genau einmal werfen. Die Ergebnisse lauten:

Mannschaft 1: 14m, 12m, 19m, 14m, 13m, 18 m

Mannschaft 2: 11m, 21m, 10m, 10m, 17m, 16m, 13m
Die Jury kann sich nicht einigen, welche Mannschaft gewonnen hat. Wie T T
wirdest Du entscheiden? Begriinde! " Ilﬂlv MH@

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Mithilfe der Aufgabe kdnnen die Schiiler erleben, dass man aus denselben Daten durchaus ganz un-
terschiedliche Schlussfolgerungen ziehen kann. Im Zusammenhang mit der Auswertung der Daten
kénnen die Kenntnisse zur Berechnung des arithmetischen Mittels gefestigt werden.
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Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

Die Schiler fihren im Sportunterricht verschiedene Arten von Wettbewerben durch und kdnnen
schnell verschiedene Ideen entwickeln. Hilfreich ist auch die Frage: Wenn du in Mannschaft 1 (oder
2) warst, wie wirdest du der Jury begriinden, warum gerade deine Mannschaft gewonnen hat?

Da das Aufschreiben mehrerer Ideen fiir die Schiiler viel Zeit in Anspruch nimmt, sollten fiir die Erar-

beitung 15 Minuten eingeplant werden.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten:
Analyse der Anforderungen:

Abhangig von der fir die Auswertung der Daten verwendeten Methode erscheint entweder Mann-

schaft 1 oder Mannschaft 2 als Sieger:

Auswertungsmethode Mannschaft 1 | Mannschaft 2 Sieger
arithmetisches Mittel tGber alle Wiirfe 15m 14 m Mannschaft 1
bester Wurf 19m 21m Mannschaft 2
arithmetisches Mittel der besten drei Wirfe 17 m 18 m Mannschaft 2
arithmetisches Mittel aus bestem und schlechtes- 155 m 155m unentschieden

tem Wurf

Eine weitere Auswertungsmethode kdnnte das Streichen des besten und schlechtesten Wurfs und
die anschlielende Auswertung der verbleibenden Daten sein.
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Aufgaben zur Stochastik

1. Was kodnnten die Angaben
. . 12 1
in dem Diagramm bedeuten? 10 —
Finde fur dein Beispiel die Beschriftung fur
die Achsen.

1
]
1
]
i

2. Der Tourismusverband Mecklenburg-Vorpommern mochte wissen, wie viele Urlauber im Sep-
tember ungefahr auf der Insel Riigen waren.
Wie kénnte der Tourismusverband dies ermitteln?

3. Alle Schiiler einer 5. Klasse gaben in einer Umfra-

ge ihre Lieblingstatigkeit an. Lieblingstatigkeit Anzahl der Schiiler

Stelle Fragen, die man mit diesen Daten beant- FuRball spielen 3

worten kann.

Treffen mit Freunden 8
Lesen 10
Computerspiele spielen 6

4. Stimmt dies in deiner Klasse? Uberlege, mit ““' leben auf groSem F"BI

welchen Daten man dies untersuchen kénnte.

5. Diese Zuschauertabelle ist nach dem letzten Spieltag einer Bundesliga-Saison entstanden. Jede
Mannschaft bestreitet in einer Saison 17 Heimspiele.

Zuschauerzahlen bei den Heimspielen der Mannschaften
Mannschaft am letzten | Minimum in der Saison | Maximum in der Saison
Spieltag
FC Bayern Miinchen 66 000 22 500 66 000
1. FC KolIn 20 600 20 600 50374
MSV Duisburg 61 500 14 000 66 000
DSC Arminia Bielefeld 35000 18 000 35000

a) Formuliere Fragen, die man mithilfe der Angaben aus der Tabelle beantworten kann und gib
die jeweiligen Antworten an.

b) Vergleiche die Zuschauerzahlen und stelle eine Reihenfolge der Mannschaften auf.
Gib an, wie du die Mannschaften geordnet hast und was dies bedeuten kénnte.
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6.

Auf einem Kinderfest kann man an einem Gliicksrad drehen, das rote, gelbe, griine und blaue
Felder hat. Nur wenn der Zeiger auf ein griines Feld zeigt, gewinnt man. Die Wahrscheinlichkeit
zu gewinnen, ist genauso grofd wie die Wahrscheinlichkeit, nicht zu gewinnen.

Zeichne solche Gliicksrader und begriinde.

7.

8.

Anja zahlt in jeder Stunde, wie oft sie sich gemeldet hat und schreibt die Ergebnisse auf.
In den 6 Stunden am Montag hat sie folgendes notiert: 5, 3, 4, 8, 6, 4.

a) Am Dienstag hat sie erneut 6 Stunden Unterricht. Sie mdchte im Durchschnitt die gleiche An-
zahl von Meldungen erreichen wie am Montag.
Schreibe auf, wie oft sie sich in den Stunden melden miusste.

b) Am Mittwoch hat sie nur 5 Stunden Unterricht.
Wie oft misste sie sich in diesen Stunden melden, wenn sie im Durchschnitt wieder die glei-
che Anzahl von Meldungen erreichen mochte?

Zwei Mannschaften wetteifern darum, welche die beste im Werfen sei. Dazu darf jedes Mann-
schaftsmitglied einen schweren Ball genau einmal werfen. Die Ergebnisse lauten:

Mannschaft 1: 14m, 12m, 19m, 14m, 13m, 18 m
Mannschaft 2: 11m, 21m, 10m, 10m, 17m, 16m, 13m

Die Jury kann sich nicht einigen, welche Mannschaft gewonnen hat.
Wie wirdest Du entscheiden? Begriinde!
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7 Geometrie
7.1 Hinweise zu den Aufgaben zur ebenen Geometrie
Aufgabe 1

Finde Gemeinsamkeiten und Unterschiede in der Bedeutung des Wortes "Strecke" in der Ma-
thematik und in den folgenden Formulierungen:
a) Auf der Strecke von Berlin nach Rostock kommt es zu Verspatungen im Zugverkehr.

b) Die letzte Strecke des Weges gingen sie zu Fuls.
c) Die Laufer legen eine Strecke von 100 m zurtick. llllW Malﬂnt

\\

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Das Wort "Strecke" hat wie auch andere geometrische Grundbegriffe (zum Beispiel "Punkt" und
"Strahl") im alltaglichen Gebrauch und in der mathematischen Fachsprache unterschiedliche Bedeu-
tungen. Den Schiilern sind diese Bedeutungen aus dem Alltag und dem Mathematikunterricht in der
Grundschule bekannt. Mit dieser Aufgabe konnen die Kenntnisse der Schiiler zum mathematischen
Begriff der Strecke, insbesondere zur Darstellung und Bezeichnung von Strecken gefestigt werden.

Sie kénnen weiterhin erleben, dass die mathematischen Begriffe aus der Wirklichkeit entstanden
sind, aber immer nur bestimmte Eigenschaften beinhalten. Die Wirklichkeit ist immer viel reichhalti-
ger als die Mathematik, die eine Idealisierung bestimmter Verhaltnisse darstellt. Die Schiler kénnen
mit diesem Aufgabentyp weiterhin daran gewdhnt werden, bei jedem neuen Begriff in der Mathema-
tik nach seinen Beziigen und zur Bedeutung dieses Wortes im Alltag zu suchen

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

Die Aufgabe kann zu Beginn des Geometrieunterrichts in der Klasse 5 bei der Wiederholung der
Kenntnisse aus der Grundschule eingesetzt werden.

Die Schiiler sollten in etwa 10 min in Einzel- oder Partnerarbeit ihre Gedanken zu Gemeinsamkeiten
und Unterschieden schriftlich in geeigneter Form darstellen.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

Gemeinsamkeiten der Bedeutungen der Worter:

Alle Strecken haben eine Ldnge. Alle Strecken werden durch zwei Punkte begrenzt, die allerdings bei
der Bahnstrecke nicht eindeutig bestimmt sein missen.

Unterschiede in den Bedeutungen:

Die Bahnstrecke und die Wegstrecke sind in der Regel nicht geradlinig, wahrend eine Laufstrecke von
100 Metern im Normalfall geradlinig ist. Eine Strecke in der Mathematik ist die klirzeste Verbindung
zweier Punkte. Das trifft nur fir die Laufstrecke zu.

Bei einer Strecke in der Mathematik sind die Endpunkte gleichberechtigt, man kann eigentlich nicht
vom Anfangs und Endpunkt einer Strecke sprechen. Bei den drei Strecken in der Realitat sind die
Endpunkte nicht gleichwertig, es handelt sich jeweils um den Start und das Ziel einer gerichteten
Bewegung.

Weitere Hinweise

Es konnte mit interessierten Schiilern dariber diskutiert werden, ob man in der Mathematik auch
von einem Anfangs- und einem Endpunkt einer Strecke sprechen kdnnte. Damit werden die gerichte-
ten Strecken (Verschiebungspfeil in KI. 6, Vektoren in KI. 12) vorbereitet.
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Aufgabe 2

Untersuche die Bedeutung des Wortes "senkrecht" in den folgenden g
Zusammenhangen.

a) Die Strecke AB ist senkrecht zur Geraden g. B
Betrachte verschiedene Lagen der Geraden g und der Strecke AB.
b) Der Zaunpfahl steht senkrecht.

Betrachte Zaunpfahle in einem ebenen Gelande und
Zaunpfahle an einem Berg.

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Im Alltag wird das Wort "senkrecht" als Gegenbegriff zu "waagerecht" wie ein Eigenschaftsbegriff
behandelt, das heiRt, man kann von einem Objekt sagen, ob es senkrecht ist bzw. senkrecht steht
oder nicht. Diese Bedeutung ist im semantischen Netz der Schiiler fest verhaftet. In der Mathematik
ist "senkrecht" ein Relationsbegriff, das heilt, ein Objekt kann nur senkrecht zu einem anderen sein.
Deshalb sollte auch stets die Wortverbindung "senkrecht zu" bzw. "senkrecht zueinander" im Unter-
richt verwendet werden. Das Beherrschen der Relation "senkrecht zu" sollte zum sicheren Wissen
und Koénnen der Schiiler gehoren, da es an vielen Stellen im Unterricht verwendet wird, so zum Bei-
spiel beim Erkennen von Hohen in Figuren und Kérpern, auch wenn diese "schrag" liegen. Die Aufga-
be kann also eine wesentliche Rolle in diesem Lernprozess spielen.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe
Als Einstieg hat eine Kollegin von einem Schiiler eine Kerze in einen Leuchter stellen lassen (es war
gerade Weihnachtszeit) und die anderen Schiiler sollten das Resultat beurteilen.

Die Schiiler sollten zunachst die Teilaufgabe a) in selbststdandiger Arbeit etwa 10 min lang bearbeiten.
Dann kann eine Prasentation der Ergebnisse an der Tafel erfolgen, indem die Schiiler mit Lineal und
Geodreieck die verschiedenen Lagemadglichkeiten anzeichnen und ihre Gedanken dazu dufRern.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten
Zur Beschreibung der Stellung der Kerze im Leuchter verwendeten die Schiiler unter anderem fol-

gende Ausdriicke: "schief", "schrag", "steht nicht gerade", "ist nicht kerzengerade", "steht nicht auf-
recht", "steht nicht senkrecht".

Gemeinsamkeiten: In beiden Fillen treten rechte Winkel auf.

Unterschiede: Eine Strecke und eine Gerade bilden, wenn die Eckpunkte der Strecke nicht auf der
Geraden liegen, vier rechte Winkel. Der Zaunpfahl und die Erdoberflache (eben, bei vernachlassigter
Kriimmung) bilden zwei rechte Winkel. Der Zaunpfahl ist immer senkrecht zur Horizontalen. Wenn
eine Gerade schrag zu einer Heftkante verlauft, dann verlauft auch die Strecke schrag zur Heftkante.
Das Wort 'waagerecht' ist kein mathematischer Begriff, sondern bezieht sich auf die Erdoberflache.
Ein Zaunpfahl kann senkrecht stehen und trotzdem schrag zu seiner Standflache sein, zum Beispiel an
einem Hang.

Weitere Hinweise

Es kdnnen auch Beziige zur Bedeutung der Worter lotrecht, horizontal und vertikal hergestellt wer-
den. Es handelt sich dabei ebenfalls nicht um mathematische Begriffe, sondern um Relationen, die
Gemeinsamkeiten mit der Relation der Orthogonalitat (rechter Winkel) in der Mathematik haben.
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Aufgabe 3
Ein Raum besitzt eine Grundfliche von 36 m?. IIII|V IZI:IIEIII

Welche Form kann die Grundflache dieses Raumes haben?

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Die Aufgabe ist als Umkehraufgabe zur Berechnung des Flacheninhalts von Rechtecken ein notwen-
diger Bestandteil der Entwicklung des entsprechenden Konnens und sollte in der Phase der Festigung
der Flacheninhaltsformel eingesetzt werden.

Die notwendigen Uberlegungen zur verschiedenen Form von Raumen kénnen die Freude am Lésen
von Sachaufgaben und die Bereitschaft zur Analyse des Sachverhaltes entwickeln.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

Die Schiiler sollten 10 min Zeit fiir die selbststéandige Arbeit erhalten und die moglichen Grundrisse
der Rdume mit den entsprechenden Mal3en in ihrem Heft skizzieren. Bei der Prasentation der Ergeb-
nisse sollten diese Skizzen dann an die Tafel gezeichnet werden.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

Als Losungen konnen zunachst Rechtecke mit den entsprechenden Seitenldangen (Spezialfall: Quadrat
mit Seitenldnge 6 m) erwartet werden. Das griindliche Analysieren des Sachverhaltes flihrt zum Aus-
schluss wenig wahrscheinlicher Losungsmoglichkeiten (z. B. 1 m x 36 m). Die Wahl nicht ganzzahliger
Seitenlangen (z. B. 8,5 m x 4 m) erfordert ein tieferes Zahlenverstandnis. Die Betrachtung verwinkel-
ter Rdume, d. h. von aus Rechtecken zusammengesetzten Figuren sind qualitativ hdherwertige L6-
sungsideen, ebenso wie allgemeine Losungsvorschldage. Mathematisch begabte Schiler konnten tber
den Schulstoff hinausgehende Formen einbeziehen, die keine Rechtecke sind oder in sie zerlegt wer-
den kénnen (z. B. rechtwinklige Dreiecke).

Aufgabe 4

. . .. . . .. h\
Bauer Piepenbrink méchte mit 16 Zaunfeldern einen neuen Hiihnerhof - lent .
einzaunen. Jedes Zaunfeld ist 1 m lang. Welche Form kann der Hiihnerhof Illl|V Mab
haben? .

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Mit dieser Aufgabe, die bei einer entsprechenden Gestaltung einen hohen Erlebniswert fiir die Schi-
ler hat, kann ein prototypisches Beispiel fir den Begriff "Umfang einer Figur" nachhaltig im Gedacht-
nis der Schiiler verankert werden. Bei jeder Umfangsberechnung in den folgenden Klassen bis zur
Klasse 10 kdnnte mit dem Stichwort "Bauer Piepenbrink" oder "Hihnerhof" an dieses Beispiel erin-
nert werden. Es ist nicht erforderlich, wie es leider oft geschieht, spezielle Formeln fiir die Berech-
nung des Umfangs von Figuren zu behandeln, wenn die Schiiler einen allgemeinen Umfangsbegriff
als Lange des Randes einer Figur verinnerlicht haben.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

Die Aufgabe sollte in engem Zusammenhang mit der Wiederholung des Begriffs "Umfang", den die
Schiiler bereits aus der Grundschule kennen, bzw. mit der Behandlung des Umfangs von Rechtecken
und Quadraten bearbeitet werden.

In den zahlreichen Erprobung in dieser Aufgabe wurden folgende Erfahrungen zur Gestaltung des

Unterrichts gesammelt.

— Zu Beginn war es oft erforderlich, den Begriff Zaunfeld zu klaren.

— Bei Verwendung von gegenstdndlichen Hilfsmitteln wurde vereinbart, dass jeder 1 m veranschau-
lichen soll. Bei Zeichnungen auf kariertem Papier sollte vorher festgelegt werden, dass 2 Kast-
chen und zur Vereinfachung auch eine Diagonale (2 x 2 Kastchen) 1 m entsprechen sollen.

— Diein der urspriinglichen Fassung der Aufgabe verwendete Anzahl von 36 Zaunfeldern erwies
sich insbesondere bei einem Einsatz von Hilfsmitteln und bei dem Skizzieren der Formen als zu
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grofs. Mit der Anzahl von 24 Zaunfeldern wurden gute Erfahrung gemacht, aber auch eine Anzahl
von 16 Zaunfeldern erwies sich als ausreichend.

Bei vielen Erprobungen haben die Schiler zunachst mit Hilfsmitteln (z. B. Zaunfeldern aus Plaste,
Holzstabchen, Streichhélzer, Zahnstocher, Faserstifte) mogliche Figuren gelegt. Dabei war eine
Partner- oder Gruppenarbeit oft sinnvoll. AnschlieBend wurden ausgewahlte Formen skizziert.
Nachdem jede Schiilergruppe einen Hihnerhof gelegt hatte, durften alle Schiiler in einer Reihe
durch die Klasse gehen und sich alle Figuren anschauen.

Wenn sofort auf kariertem Papier gezeichnet wird, ist dies in Einzelarbeit méglich und erfordert
einen geringeren Zeitaufwand.

Ausgehend vom Sachverhalt wurde zum Teil die Frage aufgeworfen, welche der Hilhnerhéfe am
besten waren ("gltickliche Hihner"). Dies flihrte dann zu umfangreichen Diskussionen liber eine
artgerechte Tierhaltung, Kuschel- und Schlafpldtze und anderes.

Ausgewahlte Formen von Schiilern oder Schiillergruppen wurden auf Folie oder weiRem Papier
gezeichnet und an die Tafel geheftet.

Nach der Prasentation der Ergebnisse durch die Schiiler erfolgte eine Verallgemeinerung der
Losungen. Es wurde mit den Schiilern erarbeitet, dass die unterschiedlichen Formen eine ge-
meinsame Eigenschaft, ndmlich die gleiche Lange des Randes haben und dies als Umfang der Fi-
gur bezeichnet wird. In den Erprobungen zeigte sich, dass die Schiiler das Wort Umfang von sich
heraus bei der Aufgabe nicht verwendeten, obwohl es aus dem bisherigen Unterricht bereits be-
kannt war.

Es ist zur weiteren Festigung des Begriffs Umfang sinnvoll, im Anschluss an diese Aufgabe Um-
fange an Gegenstdanden und Personen schatzen und messen zu lassen sowie eine zeichnerische
und rechnerische Ermittlung des Umfangs von Figuren durchzufiihren. Bei dieser Vorgehenswei-
se zeigte sich, dass die Schiler mit dem Begriff Umfang wesentlich sicherer umgehen konnten als
vorher.

Fiir die Aufgabe wird insgesamt mindestens eine Unterrichtsstunde, bei Verwendung von gegen-
standlichen Hilfsmitteln bis zu einer Doppelstunde bendtigt.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

Die Schiiler haben bei den Erprobungen, insbesondere bei Verwendung von gegenstandlichen
Hilfsmitteln eine sehr groBe Anzahl unterschiedlicher, oft sehr fantasievoller Formen von Hih-
nerhofen gefunden, die unsere urspriinglichen Erwartungen, dass die Schiiler nur Formen mit
rechten Innenwinkeln oder regelméaRige Figuren zeichnen wiirden, weit ibertrafen. Originelle
Formen waren zum Beispiel tannenbaumahnliche Konstruktionen, treppenahnliche Variationen,
Tulpenformen, Labyrinthe oder auch das Gesicht eines Fuchses.

Sollten die Schiiler die Formen sofort auf kariertem Papier skizzieren, war die Anzahl moglicher
Formen nicht zu grofd und es traten vor allem Rechtecke beziehungsweise aus Rechtecken zu-
sammengesetzte Figuren auf, aber auch andere meist regelmaRige Figuren wie Dreiecke, Trape-
ze, Sechsecke, Parallelogramme oder Drachenvierecke.

Ohne entsprechende Hinweise durch den Lehrer haben Schiiler teilweise noch Zaunfelder in den
Hihnerhof hinein gebaut.

Bei direkter Arbeit auf kariertem Papier sind leistungsstarkere Schiiler bei der Planung systemati-
scher vorgegangen, wahrend die anderen erst einmal probierten und dann das Resultat entspre-
chend korrigierten.

In einer Klasse hatte jeder der 20 Schiiler 16 Streichhélzer erhalten und alle haben in 10 min drei
verschiedene Losungsmoglichkeiten gefunden und auch skizziert, von denen alle nur rechte Win-
kel hatten.

Weitere Hinweise

Bei dieser Aufgabe besteht die Gefahr, dass die Stunde zu einer reinen Spielstunde wird, die den
Schiilern zwar groBen SpalR macht und zu vielen Diskussionen herausfordert, aber letztlich einen
geringen Beitrag zur Entwicklung ihres mathematischen Wissens und Kdénnens leistet.
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Bei dem gewahlten Sachverhalt ist es nahe liegend, die Frage zu stellen, wie grol die Flache des ein-
gezaunten Hofes ist und wie man eine moglichst groRe Flache erhalten kdnnte. Dies flihrt auf das so
genannte isoperimetrische Problem (Bestimmung einer Flache groRten Inhalts bei gegebenem Um-
fang), das fiir Spezialfalle in der Oberstufe mithilfe der Differenzialrechnung bearbeitet wird. Eine
solche Diskussion sollte moglichst vermieden werden, da sie vom eigentlichen Anliegen, der Entwick-
lung des Umfangsbegriffes ablenkt.

Aufgabe 5
Ermittle den Flacheninhalt der abgebildeten Figur. Beschreibe dein ﬂalent

Vorgehen. 2 Kastchenldangen entsprechen 1 cm. Illllv

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Die Aufgabe kann einen bedeutenden Beitrag zur Entwicklung des Begriffs "Flacheninhalt" bei den
Schiilern leisten und an verschiedenen Stellen des Entwicklungsprozesses eingesetzt werden. In der
Grundschule erwerben die Schiiler Vorstellungen zum Flacheninhalt durch manuelle Tatigkeiten wie
Auslegen oder Zerschneiden von Figuren. Sie lernen, dass Figuren den gleichen Flacheninhalt haben,
wenn sie aus gleichen Teilfiguren zusammengesetzt sind. Bei der Einfiihrung des FlachenmaRes und
der Berechnung von Flacheninhalten in der Orientierungsstufe sollte an diese Vorstellungen ange-
knlipft werden.

Bereits in der Orientierungsstufe sollten die Schiiler mit dem Problem der Bestimmung des Flachen-
inhalts zusammengesetzter Flachen vertraut gemacht werden, das dann in den oberen Klassen eine
zunehmende Rolle spielt. An dieser Aufgabe konnen die beiden unterschiedlichen Methoden, das
Zerlegen in Teilfiguren bzw. das Ergdnzen zu einer Gesamtfigur gut veranschaulicht werden.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

Die Aufgabe kann bereits vor der Behandlung der Flacheninhaltsformeln eingesetzt werden, aber ein
Einsatz im Rahmen gemischter Ubungen in diesem Stoffgebiet bietet groRere Mdglichkeiten fiir un-
terschiedliche Vorgehensweisen.

Bei den bisher nur wenigen Erprobungen der Aufgabe wurden folgende Erfahrungen gemacht.

— Jeder Schiiler hat eine oder mehrere Kopien der Figur zur selbststdandigen Arbeit erhalten. Bei
einer VergroRerung der Vorlage wurde darauf hingewiesen, dass zwei Kastchenlangen immer
noch 1 cm entsprechen sollen.

— Die Schiler konnten entsprechende Einteilungen auf diesen Arbeitsblattern vornehmen oder sie
auch zerschneiden.

— Die Schiiler arbeiteten einzeln oder in Partnerarbeit.

— Die Losung der Schiiler wurde auf einer Folie oder durch Arbeitsblatter an der Tafel prasentiert.

— Das Beschreiben der Losungsmoglichkeiten erfolgte miindlich.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

Es konnte folgendes Schiilerverhalten bzw. folgende Schiilerantworten beobachtet werden.

— Viele Schiiler haben die Figur in Einheitsquadrate unterteilt und diese ausgezahlt.

— Es wurde die Figur in drei oder flinf Rechtecke zerlegt und der Flacheninhalt ebenfalls durch Aus-
zahlen der Einheitsquadrate ermittelt.

— Die Figur wurde durch Einzeichnen von einer oder zwei Symmetrieachsen in kongruente Teile
zerlegt und deren Inhalt durch Auszdhlen bestimmt.

— Die Figur wurde zu einem Rechteck erganzt und der Flacheninhalt durch Subtraktion des Inhalts
der vier kleinen Quadrate ermittelt.

— In wenigen Fallen haben die Schiiler auch nach einer geeigneten Zerlegung bzw. Erganzung eine
Berechnung des Flacheninhalts der Teilflachen vorgenommen.

— Alle Schiiler haben sich bemiiht, mehrere Mdoglichkeiten zur Ermittlung des Flacheninhalts zu
finden.
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Weitere Hinweise

Wegen der Bedeutung der verschiedenen Moglichkeiten zur Bestimmung des Flacheninhalts zusam-
mengesetzter Figuren sollte in einer dritten Arbeitsphase eine Zusammenstellung und Systematisie-
rung der Moglichkeiten erfolgen.

Aufgabe 6

Vergleiche eine achsensymmetrische und eine drehsymmetrische Figur ol Mﬂlﬂ"t
miteinander. poly g

\\

Finde Gemeinsamkeiten und Unterschiede.

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Die Behandlung der Spiegelung und Drehung sollte im engen Wechselverhaltnis mit den entspre-
chenden Symmetrien, der Achsen- und der Drehsymmetrie erfolgen. Die Untersuchung von Symmet-
rien realer Objekte in dieser Aufgabe verdeutlicht den engen Bezug geometrischer Abbildungen zur
Wirklichkeit.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe
Die Aufgabe sollte im Rahmen gemischter Ubungen nach Behandlung der Verschiebung und Drehung
eingesetzt werden.

Nach 10 min selbststandiger Schiilerarbeit konnen die Gedanken zusammengetragen werden.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

Es lassen sich insgesamt 9 Paare bilden, die unter unterschiedlichen duReren oder mathematischen
Gesichtspunkten verglichen werden kénnen.

Modgliche Gemeinsamkeiten: Es handelt sich um Verkehrsschilder. Die Blumen sind nicht genau sym-
metrisch. Drehung um 180°: HauptstralRe, linke Blume (Blaukissen), Bube, rechte Blume (Vergiss-
meinnicht); mehrere Symmetrieachsen: HauptstralRe, Vorfahrt,

Modgliche Unterschiede: Anzahl der Blitenblatter; Anzahl der Symmetrieachsen; Drehwinkel 120°;
Antworten auf héherem Niveau: Die Verkehrszeichen und Bliten sind sowohl achsen- als auch dreh-
symmetrisch.

Aufgabe 7

Erkenne Buchstaben, bei denen Nebenwinkel, Scheitelwinkel, Stufenwinkel oder Wechselwinkel vor-
kommen und kennzeichne die betreffenden Winkel.

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Die Winkelbegriffe und Winkelsatze an geschnittenen Geraden und Parallelen gehdren zum
reaktivierbaren Wissen und Kénnen, das im weiteren Mathematikunterricht an mehreren Stellen
benotigt wird. Mit dieser Aufgabe kann das Erkennen der Winkel in auRermathematischen Sachver-
halten gefestigt werden. Weiterhin wird deutlich, dass diese Winkelbegriffe Relationsbegriffe sind,
das heiRt, dass die Schiiler immer Paare von Winkeln finden mussen.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

Die Aufgabe sollte in den gemischten Ubungen nach Behandlung der Winkelsitze an geschnittenen
Parallelen eingesetzt werden. Die Schiiler sollten die Buchstaben als Vorlage erhalten und dort die
entsprechenden Winkel mit gleichen Farben markieren.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

Jeder Schiiler sollte leicht Neben- und Scheitelwinkel z. B. bei T und X finden. Etwas mehr Uberlegun-
gen sind fur Stufen- und Wechselwinkel nétig (z. B. E, F, Z).

Auf dem hochsten Niveau liegen bei dieser Aufgabe etwa folgende mogliche Schiilerantworten, die
fiir ein vertieftes Verstandnis der Winkelbegriffe sprechen:
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— Der Buchstabe Y hat keine Nebenwinkel, obwohl zwei Winkel nebeneinander liegen.

— Es gibt Buchstaben, bei denen mehrere Arten von Winkelpaaren vorkommen (H, E, F), aber kei-
nen Buchstaben, bei dem alle Arten vorkommen.

Das Auffinden der Winkel bei den Buchstaben B, D, P und R ist von der verwendeten Schriftart ab-

hangig. Fur die verwendete Schrift "Arial" erfiillen diese Buchstaben die Aufgabenstellung.

Buchstaben mit Nebenwinkeln AEFHKT|B,PR
Buchstaben mit Scheitelwinkeln | X
Buchstaben mit Stufenwinkeln E, F B,P,R

Buchstaben mit Wechselwinkeln | H, N, Z, W B,D,P,R

Weitere Hinweise

Die Begriffe Wechselwinkel und Stufenwinkel sind nicht an das Vorhandensein paralleler Geraden
gebunden. So missen beim Buchstaben W die schragen Linien nicht parallel zueinander sein, damit
Wechselwinkel vorliegen.

Aufgabe 8

Das Dreieck ABC ist rechtwinklig und gleichschenklig. Weiterhin ist AE L BC und GF | | AB.
Bestimme die GréRe von Winkeln in dieser Figur und begriinde deine Angaben.

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Mit dieser Aufgabe kann die Einstellung der Schiiler zum selbststéandigen Finden von Begriindungen
und Argumenten entwickelt werden. Im Unterschied zu den (iblichen Beweisaufgaben ist in dieser
Aufgabe kein konkretes Ziel vorgegeben, so dass ein Schiiler bereits mit wenigen Berechnungen die
Aufgabenstellung erfiillen kann.

Es kdnnen Winkelbeziehungen und Eigenschaften von Dreiecken, insbesondere von gleichschenkli-
gen Dreiecken gefestigt werden.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe
Die Aufgabe kann nach der Behandlung des Basiswinkelsatzes und des Innenwinkelsatzes im Dreieck
eingesetzt werden.

Die Schiiler sollten eine Vorlage mit der Konfiguration erhalten, in der sie die Winkel markieren und
beschriften kénnen. Die Begriindungen sollten schriftlich erfolgen.

Nach 15 min selbststandiger Arbeit sollten die Ergebnisse an der Tafel zusammengetragen werden
oder schrittweise auf einer Folie notiert werden.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

Der offene Charakter der Aufgabe entsteht durch die Begrenzung der Arbeitszeit. Es ist nicht beab-
sichtigt, dass ein Schiiler in der zur Verfligung stehenden Arbeitszeit alle Losungen findet. Da die Auf-
gabe unterschiedliche Herangehensweisen ermdglicht, kann die vollstandige Losung im Unterrichts-
gesprach entwickelt werden.

Jeder Schiiler sollte die rechten Winkel, die Neben- bzw. Scheitelwinkel bei F und unter Anwendung
des Basiswinkelsatzes (sicheres Wissen und Kénnen) die Winkel mit der GroRe 45° finden.

Eine vollstandige Losung kdnnte wie folgt aussehen.

Winkel GroRe Mogliche Begriindung
CFE 75 Nebenwinkel zu Winkel EFD
AFD 75 Nebenwinkel zu Winkel EFD
AEC 90 Rechter Winkel
FCE 15 Innenwinkelsummensatz
ADE 90 Rechter Winkel
AFC 105 Scheitelwinkel zu Winkel EFD
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Winkel GroBe Mogliche Begriindung
EAB 45 halber rechter Winkel im gleichschenkligen Drei-
EAC 45 eck
ADF 60 Innenwinkelsummensatz
BDC 120 Nebenwinkel zu Winkel ADC
DBC 45 Eigenschaft des gleichschenkligen Dreiecks bzw.
ACB 45 Innenwinkelsummensatz
ACD 30 Innenwinkelsummensatz

Weitere Hinweise

Die Ergebnisse der WinkelgréRen sind durch die entsprechenden Vorgaben eindeutig.

Fiir weitere Festigungstibungen ist die Skizze mit der gegebenen GroRRe veranderbar, indem man eine
andere Strecke CF wahlt, die entsprechende WinkelgréRe angibt oder den gegebenen Winkel an ei-
ner anderen Stelle kennzeichnet.

Aufgabe 9
Gegeben sind sechs verschieden lange Strecken: 1 cm; 2 cm; 3 ¢cm; 4 cm; 5 cm; 6 cm.
Mit welchen Strecken kannst du Dreiecke konstruieren?

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Diese Aufgabe dient der Einflihrung der Dreiecksungleichung, deren Kenntnis eine wichtige Voraus-
setzung zum Zeichnen von Dreiecken ist. Die Schiiler sollten bereits in der Lage sein, aus drei Seiten
ein Dreieck zeichnen zu kbnnen.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

Den Schiilern kdnnten eine entsprechende Anzahl von Stabchen mit den jeweiligen Langen gegeben
werden, mit denen sie alle moglichen Dreiecke legen.

Auf jeden Fall sollten sie alle moglichen Dreiecke zeichnen.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

Die Schiiler werden sehr schnell einige Moglichkeiten finden. Dabei wird das Probieren zunachst im
Vordergrund stehen. Leistungsstarkere Schiiler sollten systematisch vorgehen und schnell auf die
gesuchte Gesetzmaligkeit kommen. Dabei ist auf eine mathematisch exakte Formulierung dieser
Eigenschaft von Dreiecken zu achten. Die Lésungsangaben kdnnen z. B. in Tabellenform gemacht
werden:

1. Seite 2. Seite 3. Seite Konstruktion moglich?
6 cm 5cm 4cm Ja
6 cm 5cm 2cm Ja
6 cm 5cm 1cm Nein
Aufgabe 10
//—\\;

Zeichne verschiedene Parallelogramme.

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen
Mit dieser Aufgabe kénnen der Begriff Parallelogramm, die Begriffsbeziehungen der Vierecksarten

und die bildlichen Vorstellungen zu ebenen Figuren gefestigt werden.
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Hinweise zum Einsatz der Aufgabe
Die Aufgabe sollte in gemischten Ubungen zu den Vierecken eingesetzt werden.

Die Schiiler kénnen die Parallelogramme auf weillen Blattern zeichnen, die dann an die Tafel gehef-
tet werden. Es sollten 15 min fiir die selbststandige Schiilerarbeit eingeplant werden.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

Jeder Schiiler sollte Parallelogramme mit unterschiedlichen Seitenlangen und WinkelgréRen zeichnen
koénnen. Geistig beweglichere Schiiler sollten auf die Idee kommen, auch Rechtecke und Quadrate
(Spezialfdlle) als Losungen anzugeben oder die Lage zu variieren (z. B. eine Kante nicht parallel zur
Heftkante oder den linken unteren Winkel als stumpfen Winkel). Je kreativer die Schiler sind, umso
mehr unterschiedliche Moglichkeiten werden sie finden.

Aufgabe 11

Zeichne jeweils mehrere verschiedene Vierecke, die die angegebene Eigenschaft haben.

Begriinde deine Losungen.

a) 2 Seiten des Vierecks sind gleich lang. T

b) Nicht alle Seiten des Vierecks sind gleich lang. Illl|V Elaw

c) Das Viereck hat genau einen rechten Innenwinkel. .

d) Das Viereck hat zwei stumpfe Innenwinkel.

e) Das Viereck hat einen rechten Winkel und mindestens ein Paar gleich langer benachbarter Sei-
ten.

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Die Aufgabe ermoglicht eine komplexe Festigung von Kenntnissen zu Vierecken und ihren Eigen-
schaften sowie zu Zusammenhdngen zwischen Vierecken. Ein weiterer Schwerpunkt dieser Aufgabe
ist die exakte Anwendung der Fachsprache und die Entwicklung logischer Fahigkeiten, insbesondere

bei der Verwendung der Begriffe "ein", "genau ein", "nicht alle" und "mindestens".

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

Die Aufgabe sollte in gemischten Ubungen zu den Vierecksarten eingesetzt werden. Fiir jede Teilauf-
gabe sollten 10 min selbststandige Schilerarbeit geplant werden. Die Schiiler kdnnen dann ihre Vor-
schldage an der Tafel skizzieren.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

Zua)

— Es kann ein Rechteck oder ein Parallelogramm sein, da die gegeniiberliegenden Seiten gleich
lang sind.

— Es konnen auch alle vier Seiten gleich lang sein, dann ist es ein Quadrat oder Rhombus.

— Es konnen auch jeweils zwei Seiten gleich lang sein, dann kdme ein Drachenviereck in Frage.

— Es konnen aber auch zwei Seiten gleich lang und die anderen beiden unterschiedlich lang sein.
Dann ist es kein spezielles Viereck, auller die gleich langen Seiten liegen sich gegeniiber und sind
parallel.

— Es kann ein gleichschenkliges Trapez sein.

Zub)

Es kann kein Quadrat und kein Rhombus sein.

— Es kann ein Parallelogramm oder Rechteck sein.

Es kdnnen auch drei Seiten oder nur zwei Seiten gleich lang sein.

Alle Seiten kdnnen auch verschieden lang sein.

Zuc)

— Es kann ein beliebiges Viereck mit vier unterschiedlich langen Seiten und einem rechten Innen-
winkel sein.

— Es kann kein Parallelogramm (auch Quadrat, Rechteck, Rhombus) sein.
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— Auch ein Trapez ist nicht moglich. Wenn ein Winkel 90° ist, so gibt es auch noch einen weiteren
rechten Winkel.

Zud)

— Injedem Parallelogramm (auBer einem Rechteck) und in jeder Raute (aulRer einem Quadrat) gibt
es zwei stumpfe Innenwinkel.

— Es kann auch ein bestimmtes Trapez oder ein beliebiges unregelmaRiges Viereck sein.

—  Mebhr als zwei stumpfe Winkel kann ein Viereck nicht haben.

Zue)

— Es kann zwei gleich lange Seiten haben, die einen rechten Winkel bilden, die anderen Seiten sind
beliebig.

— Die anderen Seiten kdnnen auch gleich lang sein, es kann ein Drachenviereck mit einem rechten
Innenwinkel sein oder auch ein Quadrat.

— Das Viereck kann auch einen tiberstumpfen Winkel haben.

— Derrechte Winkel muss nicht von den gleich langen Seiten eingeschlossen werden. Damit sind
weitere unregelmaRige Vierecke moglich.

Aufgabe 12

Welche der Vierecke (1) bis (6) haben eine gemeinsame Eigenschaft?
Gib die Eigenschaft und die Nummern der betreffenden Vierecke an.

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Die Aufgabe dient der komplexen Festigung der Kenntnisse tiber ebene Figuren. Dabei soll u. a. die
Erkenntnis vertieft werden, dass die Lage der Figuren ohne Bedeutung fiir die Losung der Aufgabe ist.
Indem die Schiiler Eigenschaften bestimmen, nach denen sie die Vierecke vergleichen kénnen, mus-
sen sie Uber die Figuren sprechen. Bei dieser geistigen Anforderung kann der Grad der Allgemeinheit
der Kenntnisse Gberprift und weiter entwickelt werden.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe
Die Aufgabe sollte in gemischten Ubungen zu den Vierecksarten eingesetzt werden.

Die Schiiler sollten Uberlegungen anstellen, wie sie ihre Ergebnisse dokumentieren, z. B. stichpunkt-
artig, in Satzen oder tabellarisch. So kann auch das mathematische Argumentieren gelibt werden.

Wichtig ist, dass die Eigenschaften schriftlich notiert werden.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten
Mogliche Antworten:

Eigenschaft (1) | (2) | (3) | (8) | (5) ] (6)
ein rechter Winkel
ein Paar parallele Seiten
zwei gleichlange Seiten
eine Symmetrieachse
Diagonalen sind senkrecht zueinander

X [ X | X | X

X [ X | X | X | X
X [ X | X | X

Weitere Hinweise
Die Aufgabe kann durch weitere Vierecke erweitert werden.
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Aufgabe 13

Es sind zwei parallele Geraden gegeben. Zeichne zwei weitere Geraden so all!llt
ein, dass eine Figur entsteht. nn'v M )

\\7\
Rolle der Aufgabe in Lernprozessen
Die Aufgabe dient der Anwendung der Kenntnisse zu ebenen Figuren, insbesondere den
Vierecksarten und ihren Eigenschaften. Durch den dynamischen Charakter der Aufgabe kdnnen die

Begriffsbeziehungen zwischen den Vierecksarten gut realisiert werden.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

Die Schiiler sollten in 10 min auf einem vorgegebenen Arbeitsblatt mit mehreren parallelen Linien
Losungen der Aufgabe finden, die dann von ihnen an die Tafel gezeichnet werden kénnen. Zum Fin-
den von Losungen kénnen die Schiiler auch mit zwei Stiften die verschiedenen Lagen der neuen Li-
nien probieren.

Zur Prasentation ist auch dynamische Geometriesoftware geeignet.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

Durch die Vorgabe zweier zueinander paralleler Geraden lassen sich durch zwei weitere Geraden, die
sich nicht auf den vorgegebenen Geraden oder zwischen ihnen schneiden, alle Formen von Trapezen
konstruieren. Inbegriffen sind die Spezialfalle Parallelogramm, Rechteck, Quadrat und Rhombus,
wenn die hinzukommenden Geraden zueinander parallel sind. Ist diese Parallelitdt nicht gegeben,
entsteht auBerhalb des Gebietes zwischen den Geraden ein Dreieck. Schneiden sich die beiden neu
eingezeichneten Geraden auf einer der beiden Parallelen, so entsteht nur ein beliebiges Dreieck.

Die unterschiedliche Qualitat der Schillerantworten ergibt sich aus der Vielzahl der gefundenen Méog-
lichkeiten und dem Grad der Systematisierung.

Weitere Hinweise

Wenn sich die Geraden zwischen den beiden Parallelen schneiden, entsteht ein
sog. Uberschlagenes Viereck. (s. Abb.)

Das Finden eines iberschlagenen Vierecks durch die Schiiler kann als Anlass ge-
nommen werden, den Begriff des (allgemeinen) Vierecks zu diskutieren.

Aufgabe 14

In ein Koordinatensystem wurden die Punkte A (1]|1) und B (5]1) eingezeichnet.

Zeichne zwei weitere Punkte C und D in das Koordinatensystem ein, so ﬂlﬂnt

dass ein Trapez entsteht. Gib die Koordinaten der Punkte Cund D an. nn'v M )
=

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Das Trapez und seine Spezialfille Rechteck und Quadrat gehoren zu den Vierecken, die bei Anwen-
dungen am haufigsten auftreten. Sichere Kenntnisse zum Trapez sind deshalb ein wichtiges Ziel des
Unterrichts. Die Aufgabe ermoglicht eine Realisierung von Trapezen in unterschiedlicher Lage.

Mit dieser Aufgabe kann weiterhin das Eintragen und Ablesen von Punkten in ein Koordinatensystem
gefestigt werden.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

Die Schiiler sollten die Vorlage aus der Broschiire mit den sechs Moglichkeiten als Kopie erhalten und
in 15 min ihre Losungsvorschlage dort eintragen. Zur Prasentation der Losungen kénnen die Koordi-
naten der zwei weiteren Punkte genannt werden, die dann vom Lehrer an der Tafel oder auf einer
Folie eingetragen werden. Zur Prasentation ist auch dynamische Geometriesoftware geeignet.
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Hinweise zu méglichen Schiilerantworten
Grundsatzlich lassen sich die Losungen in zwei Klassen einteilen: (1) AB ist eine der Parallelen oder

(2) AB ist ein Schenkel des Trapezes. Im Fall (1) missen die Ordinaten der Punkte C und D lberein-
stimmen. Eine solche Figur sollte jeder Schiiler zeichnen kénnen. Ein tieferes Verstandnis des Trapez-

begriffes zeigt sich, wenn CD linger als AB ist, einer der Schenkel senkrecht auf AB steht oder Pa-
rallelogramm, Rechteck und Quadrat als Spezialfall erkannt werden. Einige Schiiler kbnnen C und D

unterhalb von A und B einzeichnen. Schwerer fir die Schiiler zu erkennen ist der Fall (2). Ist AB ein

Schenkel des Trapezes, so stehen im einfachsten Fall die Parallelen BC und AD senkrecht zu AB.
Dann stimmen jeweils die Abszissen von A und D sowie von B und C liberein. In einem allgemeineren

Fall schlieBen die Parallelen mit AB den gleichen Winkel ein und besitzen somit den gleichen An-
stieg.

Aufgabe 15

ABCD ist ein Parallelogramm, DF ist die Verldngerung der Seite AD. BF ist die Winkelhalbierende
des Winkels ABC.

Finde Beziehungen zwischen den Winkeln und Strecken in der Figur. pnly Ma'ant

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Mit der Aufgabe ist eine komplexe Ubung der Winkelsitze an Geraden und geschnittenen Parallelen
sowie des Basiswinkelsatzes moglich. Sie dient auch der Festigung des mathematischen Argumentie-
rens und leistet einen Beitrag zur Notwendigkeit von mathematischen Beweisen als eine liickenlose
Kette von Begriindungen.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

Die Zeit fur selbststandige Schiilerarbeit sollte 20 min betragen.

Zu jeder Angabe sollten die Schiiler exakte und vollstdandige Begriindungen, auch in schriftlicher Form
angeben.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten
Es lassen sich leicht folgende Winkelbeziehungen finden:

Nr. | Feststellung Begriindung

1. | *ABF=<EBC BF ist Winkelhalbierende

2. | < ABF = < BEC | Wechselwinkel an den Geraden AB und CD
3. | ¥ BAD =< EDF | Stufenwinkel an den Geraden AB und CD
4. | < BEC=<FED Scheitelwinkel

Etwas anspruchsvoller ist das Finden folgender Winkelbeziehungen:

Nr. | Feststellung Begriindung
5. | * BAD =< ECB Gegenwinkel im Parallelogramm
6. | < CBF = <« DFE | Wechselwinkel an den Geraden BC und AF

Aus den Winkelbeziehungen kénnen dann folgende Beziehungen von Seiten abgeleitet werden.
Nr. | Feststellung Begriindung
BC=CE nach 1. und 2. ist BCE ein gleichschenkliges Dreieck
DE = DF nach 4. und 6. ist DEF ein gleichschenkliges Dreieck
DF =AB-BC nach 7. und 8. Ist DF = DE = AB— CE = AB - BC

L% N
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Aufgaben zur Geometrie in der Ebene

1.

Finde Gemeinsamkeiten und Unterschiede in der Bedeutung des Wortes "Strecke" in der Ma-
thematik und in den folgenden Formulierungen:

a) Auf der Strecke von Berlin nach Rostock kommt es zu Verspatungen im Zugverkehr.

b) Die letzte Strecke des Weges gingen sie zu Fuls.

c) Die Laufer legen eine Strecke von 100 m zurlick.

Untersuche die Bedeutung des Wortes "senkrecht" in den folgenden A
Zusammenhangen. g

a) Die Strecke AB ist senkrecht zur Geraden g.

Betrachte verschiedene Lagen der Geraden g und der Strecke AB.

d) Der Zaunpfahl steht senkrecht.
Betrachte Zaunpfahle in einem ebenen Gelande und
Zaunpfahle an einem Berg.

Ein Raum besitzt eine Grundfliche von 36 m?.
Welche Form kann die Grundflache dieses Raumes haben?

Bauer Piepenbrink méchte mit 16 Zaunfeldern einen neuen Hihnerhof einzaunen. Jedes
Zaunfeld ist 1 m lang. Welche Form kann der Hithnerhof haben?

Ermittle den Flacheninhalt der abgebildeten Figur. Beschreibe dein Vorgehen.
2 Kastchenlangen entsprechen 1 cm.
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6. Vergleiche eine achsensymmetrische und eine drehsymmetrische Figuren miteinander.
Finde Gemeinsamkeiten und Unterschiede.

Achsensymmetrische Figuren Drehsymmetrische Figuren

b O

7. Erkenne Buchstaben, bei denen Nebenwinkel, Scheitelwinkel, Stufenwinkel oder Wechselwinkel
vorkommen und kennzeichne die betreffenden Winkel.

ABCDEFGHIJKLMN
OPQRSTUVWXYZ

8. Das Dreieck ABC ist rechtwinklig und gleichschenk- C
lig.
Weiterhin ist AE L BC und GF || AB.

Bestimme die GréRe von Winkeln in dieser Figur
und begriinde deine Angaben.

G | 1059

9. Gegeben sind sechs verschieden lange Strecken:
1cm;2cm;3cm;4cm;5cm; 6 cm.
Mit welchen Strecken kannst du Dreiecke konstruieren?

10. Zeichne verschiedene Parallelogramme.



Geometrie

79

11. Zeichne jeweils mehrere verschiedene Vierecke, die die angegebene Eigenschaft haben.

Begriinde deine Losungen.
a) 2 Seiten des Vierecks sind gleich lang.

b) Nicht alle Seiten des Vierecks sind gleich lang.
c) Das Viereck hat genau einen rechten Innenwinkel.

d) Das Viereck hat zwei stumpfe Innenwinkel.

e) Das Viereck hat einen rechten Winkel und mindestens ein Paar gleich langer benachbarter

Seiten.

12. Welche der Vierecke (1) bis (6) haben eine gemeinsame Eigenschaft?
Gib die Eigenschaft und die Nummern der betreffenden Vierecke an.

(1)

(2)

(3)

(4)

13. Es sind zwei parallele Geraden gegeben. Zeichne zwei weitere Geraden so ein, dass eine Figur

entsteht.
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14. In ein Koordinatensystem wurden die Punkte A (1| 1) und B (5| 1) eingezeichnet.
Zeichne zwei weitere Punkte C und D in das Koordinatensystem ein, so dass ein Trapez entsteht.
Gib die Koordinaten der Punkte C und D an.

A A A
9 9 9
8 8 8
7 7 7
6 6 6
5 5 5
4 4 4
3 3 3
2 2 2
! 5 L ) ! 5
0 I 0 I 0 I
0123456789 01234567289 0123456789
A A A
9 9 9
8 8 8
7 7 7
6 6 6
5 5 5
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1
0 0 ‘ 0
0123456789 01234567289 0123456789
F
15. ABCD ist ein Parallelogramm.
DF ist die Verlangerung der Seite AD.
BF ist die Winkelhalbierende des Winkels D E c

ABC.

Finde Beziehungen zwischen den Winkeln
und Strecken in der Figur.
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7.2 Hinweise zu den Aufgaben zur raumlichen Geometrie

Aufgabe 1

Vergleiche die 6 Kérper miteinander. Finde eine gemeinsame Eigenschaft Mﬂlﬂnt
mehrerer Kérper. Schreibe die Eigenschaft auf und gib die Nummern der lmlv '
Korper an, die diese Eigenschaft haben.

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Alle sechs dargestellten Korper sind den Schiilern bereits aus der Grundschule namentlich bekannt,
wobei die Schiiler bei dieser Aufgabe nicht die Namen den Kérpern zuordnen missen. Die Aufgabe
dient der Festigung der Merkmale von Korpern und der damit verbundenen Begriffe Ecke, Spitze,
Kante, Begrenzungsflache, eben und gekrimmt.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe
Die Aufgabe kann entweder zur Wiederholung oder in den gemischten Ubungen verwendet werden.

Die Schiiler sollten die Eigenschaften schriftlich in einer Tabelle notieren. Fiir die selbststéandige Schi-
lertatigkeit sollten 15 min eingeplant werden.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten
Die Schiler konnten folgende Eigenschaften von Kérpern mit den dazugehoérigen Nummern der ab-
gebildeten Kérper nennen.

(A) Korper, die nur ebene Begrenzungsflachen® haben: (1), (4), (5)

(B) Korper mit ebenen und gekrimmten Begrenzungsflachen: (2), (6)

(C) Korper, die gekrimmte Begrenzungsflachen haben: (2), (3), (6)

(D) Korper mit einer Spitze (2), (5)

(E) Korper, die Kanten™ haben: (1), (4), (5)

(F) Korper mit sechs Flachen, acht Ecken und 12 Kanten: (1), (4)

(G) Korper, die rollen kénnen: (2), (3), (6)

(H) Korper, die sich stapeln lassen: (1), (4), (6)

(I) Korper, die eine Grundflache haben: (1), (2), (4), (5), (6)

(J) Korper, die eine Grundflache und eine Deckflache haben: (1), (4), (6)

(K) Korper, die ein Netz haben: (1), (2), (4), (5), (6)
Die Eigenschaft (F) kann auch noch weiter untergliedert werden.
Eine Differenzierung ergibt sich durch die Anzahl der gefundenen Eigenschaften, aber auch durch den
Bekanntheitsgrad der Eigenschaften. Die Eigenschaften (A) bis (F) sollten von allen Schiilern gefun-
den werden kénnen. Die Eigenschaften (G) und (H) betreffen die Funktionalitat der Kérper und die
Eigenschaften () bis (K) sind wahrscheinlich nur wenigen Schiilern bekannt.

Aufgabe 2

Nenne verschiedene Beispiele fiir Gegenstidnde, die die Form eines Quaders haben.

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Bei dieser Aufgabe geht es um die Auspragung des Wechselverhiltnisses von formalen und inhaltli-
chen Aspekten der Kérperbegriffe. Das Wort Quader bezeichnet sowohl einen mathematischen Kér-
per als auch die Form von realen Gegenstanden, die mit diesem Begriff mathematisch modelliert
werden. Die Auspragung dieses Wechselverhaltnisses ist eine wesentliche Grundlage fir die An-
wendbarkeit der Kérperbegriffe.

B Es sollte mit Blick auf die weitere Behandlung der Kérper generell von Begrenzungsflachen und nicht von Seitenflachen
gesprochen werden, obwohl dies bei Wiirfeln und Quadern durchaus tblich ist.

Y Der Begriff Kante wird in der Mathematik in zwei Bedeutungen verwendet, im engeren Sinne als eine geradlinige und im
weiteren Sinne auch als eine krummlinige eindimensionale Figur. In der Schule sollten unter Kanten nur Strecken, d. h.
geradlinige Figuren verstanden werden.
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Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

Die Schiiler sollten 10 min Zeit bekommen, Beispiele flir Gegenstande, die die Form eines Quaders
haben, aufzuschreiben. Der Lehrer kann auch eine Auswahl von Gegenstanden bereithalten, aus de-
nen dann die quaderférmigen von den Schiilern ausgewahlt werden.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

Mit dem Wort Quader wird auch ein behauener Steinblock von der Form eines Quaders bezeichnet.
Von den Schiilern kénnten z. B. folgende Gegenstande genannt werden: Buch, Schreibblock, Tisch-
platte, CD-Hiille, Mauerstein, bestimmte Schranke, Verpackungen oder Hauser. Dabei ist eine Diskus-
sion sinnvoll, inwieweit man bestimmte Gegenstande noch als quaderférmig bezeichnen kann.

Aufgabe 3

Jessica will aus 64 Wiirfeln einen Quader legen.

,,/h\
Aufgabe 4 poly MH@

Ein groRer Raum in einem Biirogebiude hat ein Volumen von 60 m>.
Gib mehrere Moglichkeiten fir seine Abmessungen an.

Rolle der Aufgaben in Lernprozessen

Mit den Aufgaben 3 und 4 konnen die Kenntnisse der Schiiler zur Volumenberechnung von Quadern
gefestigt werden. Es handelt sich jeweils um eine Umkehraufgabe zur Volumenberechnung bei gege-
benen Kantenlangen. Bei beiden Aufgaben miissen ebenfalls die konkreten Sachverhalte berlicksich-
tigt werden.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe
Es sollten jeweils 20 min fir selbstdandige Schiilerarbeit eingeplant werden.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

Antworten bei Aufgabe 3: Die Zahl 64 ist in ein Produkt aus drei Faktoren zu zerlegen. Es sind fol-
gende Tripel moglich: (1, 1, 64), (1, 2, 32), (1, 4, 16), (1, 8, 8), (2, 2,16), (2, 4, 8), (4, 4, 4). Alle Losun-
gen kdnnen von den Schiilern durch systematisches Probieren gefunden werden. Inhaltlich ist zu
beachten, dass die Wiirfelbauten jeweils verschiedene Formen haben kénnen. So kénnen im ersten
Fall alle 64 Wiirfel nebeneinander gelegt oder libereinander gestapelt werden.

Antworten bei Aufgabe 4: Die Anzahl der moglichen Antworten ist beliebig groR3, da auch nicht ganz-
zahlige LangenmalRe moglich sind. Aus inhaltlicher Sicht waren bei ganzzahligen Mal3en folgende
Abmessungen sinnvoll: 3 m, 4 m und 5 m, wobei ein Langenmal} jeweils die Hohe des Raumes dar-
stellen kdnnte. Bei Verwendung gebrochener Zahlen kénnten Schiiler auch auf folgende Tripel kom-
men: (2,5m;4m,6m),(2,5m;3m;8m),(2m;4m;7,5m),(2,5m;3,2m;7,5m), (4 m,4m, 3,75 m).
Diese Moglichkeiten kénnen die Schiler u. a. durch weiteres Zerlegen und Zusammensetzen der Zah-
len finden:60=3:4:5=2-1,5:2-2-2:25

Aufgabe 5
Beschreibe verschiedene Maoglichkeiten, wie du das Volumen der "Treppe" berechnen kénntest.

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen

Mit der Aufgabe kann das Konnen der Schiiler in der Berechnung des Volumens zusammengesetzter
Korper entwickelt werden. Weiterhin kann die Einsicht vertieft werden, dass bei einem Quader alle
Begrenzungsflachen als Grundflache gewahlt werden kdnnen, er also auch auf einer Seitenflache
liegen kann. Damit wird die Unterscheidung von stehenden und liegenden Prismen vorbereitet.
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Hinweise zum Einsatz der Aufgabe
Wenn kein Arbeitsblatt verteilt wird, sollten die Schiiler eine Skizze der Treppe anfertigen und die
moglichen Zerlegungen skizzieren. Dabei sollte jeweils die Grundflache markiert werden.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten

Die Berechnung kann entweder durch Zerlegen oder durch Ergdanzen gel6st werden.

Mogliche Zerlegungen durch vertikale oder horizontale Schnitte:

— 6 gleiche (liegende) Quader mit einer Grundfldche von 9 cm? und einer Héhe von 9 cm

— 3 (liegende) Quader mit den Grundflachen 9 cm?, 18 cm? und 27 cm? und der H6he 9 cm

— ein Quader mit einer Grundfldche von 36 cm? und zwei mit je 9 cm? und einer Hohe von 9 cm, die
jeweils auf einer Seitenflache liegen

— 3 verschiedene (stehende) Quader mit einer Grundflache von 81 cm?, 54 cm? und 27 cm? und
einer Hohe von je 3 cm

Mogliche Ergdnzungen zu einem Quader mit einer Grundflache von 81 cm?:
— 3 Quader mit je 9 cm? Grundfldche und einer H6he von 9 cm
— ein Quader mit 9 cm? Grundfldche und einer mit 27 cm? Grundflache, Hohe je 9 cm

Aufgabe 6

In der Zeichnung ist ein Wiirfel dargestellt, bei dem seine Eckpunkte und die Mittelpunkte jeder Sei-
tenkante bezeichnet sind. Durch einen geraden Schnitt, der durch die eingezeichneten Punkte geht,
soll der Wiirfel geteilt werden.

Zeichne verschiedene Schnitte ein. Welche Form hat jeweils die Schnittflache?

Rolle der Aufgabe in Lernprozessen
Die Aufgabe dient der Entwicklung des raumlichen Vorstellungsvermdgens und der Anwendung der
Kenntnisse Uber ebene Figuren.

Hinweise zum Einsatz der Aufgabe

Es ist nicht anzustreben, dass die Schiiler eine vollstdandige Lésung anhand der Skizze durch pure Vor-
stellungskraft entwickeln. Modellkérper, an denen die Punkte mit Bleistift oder Kreide markiert wer-
den, erhohen die Anschaulichkeit und das Finden mehrerer Losungen.

Hinweise zu méglichen Schiilerantworten
Die Form der entstehenden Schnittflachen ist von der Lage der Schnittebene abhangig. Den meisten
Schiilern sollte es gelingen, die Schnittflache des angegebenen Beispiels als Quadrat zu identifizieren.
— Generell haben alle Schnitte, die senkrecht zu zwei der Seitenflachen verlaufen, eine quadrati-
sche Schnittflache. Dies sind die Quadrate MNOP, IKSQ und LIRT.
— Alle Schnitte, die senkrecht zu einer Seitenflache sind, ergeben ein Rechteck.
(z. B. LIQT, KJRS, BDFH, INOK, AFGD, MQSP, PORT, CFED, NJLM, RJQl, LJOP, MNRT
oder EFOP, EFLJ, HGMN, HGLJ, GFPM, GFIK, EHON, EHIK, AESK, AERJ, BFTL, BFSK, CGTL, CGQl)
— Schnitte, die zu keiner der Seitenflachen senkrecht sind, kdnnen verschiedene Formen anneh-
men:

= gleichseitige Dreiecke . :H ; ¢
(z. B. AFH, BEG, DGE, CFH, oder ROS, STP, MQT, NRQ)

= gleichschenklige Dreiecke L ¢ L
(z. B. MHF, HOF, EGN, EGP, ACN, ACP, BDM, BDO, HAK, *’j ;
HAQ, EDI, EDS, BGK, BGQ, CFI, CFS)

* Trapeze J J
(z. B. IFHL, JFHK, EGKL, EGIJ, ACQR, ACST, BDQT, BDRS) ,E ————————— A -

= regelmaRige Sechsecke xL J
(z. B. INRSPL, JNQTPK, LMQROK, TMIJOS) o ) P
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Aufgaben zur Geometrie im Raum

1. Vergleiche die 6 Kérper miteinander. Finde eine gemeinsame Eigenschaft mehrerer Korper.
Schreibe die Eigenschaft auf und gib die Nummern der Kérper an, die diese Eigenschaft haben.

(1) (2) (3) (4)

O £)

2. Nenne verschiedene Beispiele fir Gegenstadnde, die die Form eines Quaders haben.

r-----1

3. Jessica will aus 64 Wiirfeln einen Quader legen.

4. Ein groRer Raum in einem Blirogebdude hat ein Volumen
von 60 m®. Gib mehrere Maglichkeiten fiir seine Abmes-
sungen an.

5. Beschreibe verschiedene Moglichkeiten, wie du das Vo-
lumen der abgebildeten "Treppe" berechnen kénntest. gem

9ecm

6. Inder Zeichnung ist ein Wiirfel dargestellt, bei dem seine Eckpunkte und die Mittelpunkte jeder
Seitenkante bezeichnet sind. Durch einen geraden Schnitt, der durch die eingezeichneten Punkte
geht, soll der Wiirfel geteilt werden.

Beispielsweise kann ein Schnitt durch die 4 Punkte Q, S, | und K ausgefiihrt werden.
Zeichne verschiedene Schnitte ein. Welche Form hat jeweils die Schnittflache?

H S G H S G
T T
M v
b 4 h 4
Ix Ix
b, - b, -
* *

Schnittflache: Schnittflache:




