Zusatzliche Aufgaben zum Exemplarischen Lernen in Klasse 11

Folgen

1. Der leidenschaftliche Spieler Rainer Zufall mdchte seine moglichen Verluste in Grenzen
halten und fiir das GMP (groBte mogliche Pech) vorsorgen. Verliert er ein Spiel, so will er
beim néchsten Spiel nur noch die Hélfte des Einsatzes vom verlorenen Spiel setzen. Der
erste Einsatz richtet sich natiirlich nach der Grof3e des Geldbeutels des Spielers. Helfen
Sie Rainer Zufall, indem Sie aufzeigen, wie viel er im ungiinstigsten Fall theoretisch
verlieren wird.

2. Frau Fux schlie8t einen Ratensparvertrag zu 3,5 % Zinsen ab. Sie zahlt zu Beginn des
1. Jahres 5000 € ein und dann jeweils zu Beginn der nichsten Jahre 450 €. Miss Traun legt
das Geld lieber in ihren hauseigenen Safe. Auch sie legt zu Beginn des ersten Jahres
5000€ und dann jeweils 450 € zuriick. Finden Sie fiir Ihre Mitschiiler mindestens drei
Aufgabenstellungen! Liefern Sie die Losungen mit!

Kurvenuntersuchungen

Eine vollstandige Kurvendiskussion mit CAS

Im folgenden Beispiel werden alle Elemente einer vollstdndigen Kurvendiskussion mit CAS
beschrieben. Wir gehen davon aus, dass im Unterricht nur einmal exemplarisch diese
vollstdndige Diskussion durchgefiihrt wird, da sich ihr Sinn beim Arbeiten mit CAS nahezu
eriibrigt. Beriicksichtigt wurde bei diesem Beispiel, dass sich eine schrige Asymptote ergibt,
was ebenfalls exemplarisch demonstriert werden sollte.
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Gegeben ist die Funktion f(X) =

. Fiihren Sie eine vollstdndige

Kurvendiskussion durch!
Definitionsbereich: Beispiele fiir CAS-Anzeigen:
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Verhalten im Unendlichen: Beispiele fiir CAS-Anzeigen:
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Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen: Beispiele fiir CAS-Anzeigen:

a1 sebra|oale Andere |PraEa|L Sech ]

W Gse(f k) =0,
{ . 744544 or x= -.333416 or x = -1.88923
D undet

MAIN EDG AUTO FET z/z0

Symmetrie: Beispiele fiir CAS-Anzeigen:
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Extrempunkte: Beispiele fiir CAS-Anzeigen:
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Wendepunkte: Beispiele fiir CAS-Anzeigen:
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Monotonie: Beispiele fiir CAS-Anzeigen:
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Definitionsbereich:

Es liegt eine gebrochen rationale Funktion der Form f(x) =

ux)

v(X)

Vor.

Definitionsliicken xp existieren fiir v(xp) = 0

3

Xp1 = -1 Xp2 = 0 Xp3 = 1 (ermittelt mit CAS)

Definitionsbereich Db = {X eR; X#-Ix#0;x# 1}

Art der Definitionsliicken, Verhalten an den Definitionsliicken:

Xp1 =-1

Iimlf(x) existiertnicht  (ermittelt mit CAS)
X——

= Xp; = -1 ist eine Polstelle

= Die Gerade x = -1 ist eine senkrechte Asymptote des Graphen von f(x).

XIimlf(x) =+oo  (ermittelt mit CAS, Testfolge a, =—-1— 1)
- n

x<-1



XIimlf(x) =—oo (ermittelt mit CAS, Testfolge a, =-1+ 1)
- n

x>-1
xp1 =0

limf(x) =1

x—0
= xp; = 0 ist eine stetig behebbare Definitionsliicke

Xpi=1
Iim1 f(x) existiertnicht (ermittelt mit CAS)
X—>

= Xxp; = 1 1st eine Polstelle
= Die Gerade x = 1 ist eine senkrechte Asymptote des Graphen von f(x).

!(imlf(x) =—oo (ermittelt mit CAS, Testfolgea, =1— 1)

- n
x<1

!(imlf(x) =+o0  (ermittelt mit CAS, Testfolgea,, =1+ 1)
- n
x>1

. Verhalten im Unendlichen:

lim f(x)=—-c0 limf(X) =0 (ermittelt mit CAS)
X—>0

X—>—00

Zerlegen der Funktion in einen ganzrationalen und in einen echt -gebrochenen Anteil:

f(x)=2x+3+ (ermittelt mit CAS)

2

— Die Gerade y = 2x + 3 ist schrage Asymptote des Graphen von f(x).

. Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen:

Nullstellen: f(xn) =0
Die Nullstellen von f(x) sind:
Xy = 0,74 Xn2 ® =036 Xy3 #—189 (ermittelt mit CAS)

Schnittpunkte mit der x- Achse:
Px1(0,74/0) Px2(-0,36/0) Py3(-1,89/0)

Schnittpunkt mit der y-Achse:
f(0) ist nicht definiert = es gibt keinen Schnittpunkt mit der y-Achse.

. Symmetrie:

—(2x® -3x% —2x+1)
x% -1

f(x) # f(—x) = {(x) ist nicht symmetrisch zur y-Achse.

f(—x) = X # 0 (ermittelt mit CAS)



x3 —3x% —2x+1)

2
x“ -1
f(x) # —f(—x) = f(x) ist nicht symmetrisch zum Koordinatenursprung.

~f(=2

X #0 (ermittelt mit CAS)

Extrempunkte:
notwendige Bedingung: f'(Xg) =0

2(x* —2x2 —2x+1)
(x* -1)?

f'(x)= (ermittelt mit CAS)

0
(XE2 _1)2

Xgp #168  Xg, 0,37  (ermittelt mit CAS)

ine hinreichende Bedingung:

Vorzeichenwechsel von f* an der Stelle xg:
f(1,6)~-0,63 f(1,7)~0,1 (ermittelt mit CAS)

An der Stelle Xg; = 1,68 liegt ein Monotoniewechsel von fallend zu steigend vor
= es existiert ein lokaler Tiefpunkt

f(168) ~ 7,46 (ermittelt mit CAS) T (1,68 /7,46)

f(0,3)055 f(0,4)~-0,27 (ermittelt mit CAS)
An der Stelle Xg; = 0,37 liegt ein Monotoniewechsel von steigend zu fallend vor
= es existiert ein lokaler Hochpunkt

f(0,37) ~142 (ermittelt mit CAS) H (0,37 /1,42)
oder 7 (xg)=0:

_4(Bx°+)
(x* -1)°

f(x)

(ermittelt mit CAS)

f7(1,68) ~ 6,15 >0 (er mittelt mit CAS) = lokaler Tiefpunkt
f(168) = 7,46  (ermittelt mit CAS) T (1,68 /7,46)

f7(0,37) ~-8,83 <0 (ermittelt mit CAS) = lokaler Hochpunkt
f(0,37) =142 (ermittelt mit CAS) H (0,37 /1,42)

. Wendepunkte:
notwendige Bedingung: f"(x,, ) =0



4(3x% +1)

£ (x) = o

(ermittelt mit CAS)

f7(X)#0 (ermittelt mit CAS) = Die Funktion hat keine Wendepunkte.
Kriimmungsverhalten:

4(3x? +1)>0 firallexeR

(x?> =1)® > 0 fiir x>1 und x<-1 (zum Teil ermittelt mit CAS)
(x? —1)° <O fiir -1<x<1 =

f(x)>0 fiir x>1 und x<-1

f77(x)<0 fiir -1<x<1
Der Graph der Funktion ist rechtsgekriimmt fiir -1<x<I.

f"(x)>0 fir x>1 und x<-1
Der Graph der Funktion ist linksgekriimmt fiir x>1 und x<-1

7. Monotonie:

(x* —2x% —2x +1)
(x* -1)°
Monotoniewechsel liegt nur bei Xg; #168 Xg, = 0,37 vor. (siche 5.)

F(x) = 2

Fiir x <-1 gilt: f'(x)>0 = f(x) ist fiir x <-1 monoton steigend.

Fiir -1 <x<0,37 gilt: '(x)>0 = f(x) ist fiir -1 <x < 0,37 streng monoton steigend.
Fiir 0,37 <x <1 gilt: f'(x)<0 = {(x) ist flir 0,37 <x < 1 streng monoton fallend.
Fir 1 <x< 1,68 gilt: f'(x)<0 = f(x) ist fiir 1 <x < 1,68 streng monoton fallend.
Fiir x > 1,68 gilt: f'(x)>0 = f(x) ist fiir x < 1,68 streng monoton steigend.
(zum Teil ermittelt mit CAS)

8. Wertebereich:
Wb={y eR}

9. Skizze



Anwendungsaufgaben

1. Einem Unternechmen entstehen bei x Produktionseinheiten die Gesamtkosten K (x) (in €).
Diese konnen im Bereich 0 < x < 50 durch die Kostenfunktion
K (x) = 0,044x’ — 2x* + 50x + 600 beschrieben werden. Jede Produktionseinheit wird fiir
60 € verkauft. Die Zuordnung x — U (x), welche x Produktionseinheiten durch den
Verkauf dem Umsatz U (x) zuordnet heillit Umsatzfunktion.

a) Ermitteln Sie die fehlenden Funktionswerte in der folgenden Wertetabelle.

X 0/10]20[25[30[35[40]|50

K(x)

U(x)

b) Zeichnen Sie die Graphen der Kosten- und Umsatzfunktion in ein gemeinsames
Koordinatensystem. Lesen Sie den Bereich ab, in dem das Unternehmen Gewinn macht.

c) Berechnen Sie, bei wie vielen Produktionseinheiten der Gewinn am gréften wird.

d) Durch ein Uberangebot kann das Unternehmen eine Produktionseinheit nur noch fiir 40 €
verkaufen. Zeichnen Sie den Graphen der neuen Umsatzfunktion in das vorhandene
Koordinatensystem ein. Warum kann das Unternehmen in dieser Marktsituation nicht
mehr mit Gewinn produzieren?

Losung:

K(x)[ 600|944 |1152|1287,5|1488|1786,5|2216 3600
Ux)|[0 [600/1200|1500 |1800]2100 |2400 3000

b)



5593

AVA
52p4

49B5

46p6

42y7

3918

369

32p0 /

29p1

26p2

" 4

s e

e P

13[L6 e

ogf \

65 r7: o \

32p «
-10 5 (0 5 /1) 15 20 25 30 35\ 40 45 50 =

-319

VA \

Kostenfunktion K (x{ Umsatzfunktion U (x) fiir 60€ Umsatzfunktion U (x) fiir 40 €
Gewinn, wenn (optisch) U(x) oberhalb K(x). 23 < xg <43

c)

G (x) = U (x) — K (x) = 60x — (0,044x> — 2x* + 50x + 600) = - 0,044x° + 2x* + 10x — 600
1. notwendige Bedingung: f'(x) =0

f/(x)=—-0,132x* + 4x+10 = —0,132x> + 4x+10=0/: (- 0,132)

x> —30,3X— 75,76 =0 — X,,,,, = +15,15+ /305,28 =15,15+17,47
Xo =32,62; %, =—2,32 entfallt, da auBerhalb des Intervalls

1. hinreichende Bedingung: " (x) # 0
f(x)=-0,264x+4 %0 — f1(32,62)=-0,264-32,62 +4 = -4,62<0— H
Werden 33 Einheiten produziert und abgesetzt, ist der Gewinn maximal.

d) Zwischen Kostenfunktion und Umsatzfunktion gibt es keinen Schnittpunkt mehr und
der Graph der Kostenfunktion verlduft immer oberhalb des Graphen der
Umsatzfunktion.

Schokolade ist in aller Munde. Die zarte Versuchung schmeckt sowohl kleinen als auch
groflen Kindern — und auch Herrn Konsum, dem Supermarktbesitzer um die Ecke. Seinen
stiBen Geschmack teilt er natiirlich gern mit seinen Kunden, denn jede verkaufte Tafel
macht die Kunden gliicklicher und ihn reicher. Deshalb iiberlegt sich Herr Konsum, wie er
noch mehr Schokolade verkaufen kann.

Die beliebteste Marke, von der im Monat etwa 2000 Tafeln verkauft werden, kostet im
Laden 0,80 €. Eine Marktanalyse hat ergeben, dass jede Preissenkung um 0,05 € zur Folge
hat, dass 100 Tafeln mehr verkauft werden. Gleichzeitig bringt eine Preiserh6hung um



0,05 € einen Absatzriickgang von 100 Tafeln mit sich. Herr Konsum selbst kauft die Tafel
Schokolade fiir 0,40 € beim GroBhéndler ein.

a) Herr Konsum mdchte moglichst viele Tafeln verkaufen. Bei welchem Preis erzielt er den
maximalen Absatz? Berechnen Sie dazu ausgehend vom Anfangszustand fiir verschiedene
Preise (in 5-Cent-Schritten) den mdglichen Absatz und stellen Sie diese Werte in einer
Tabelle zusammen.

b) Stellen Sie auf der Grundlage der in a) ermittelten Werten eine Preisfunktion und eine
Absatzfunktion auf.

c¢) Durch das giinstige Angebot wird der Supermarkt von Herrn Konsum immer beliebter.

Bei einer Werbeaktion mdchte Herr Konsum durch einen hohen Umsatz beeindrucken.
Zeigen Sie, dass der Umsatz von Herrn Konsum durch die Funktion

U(x) = -5x* + 20x +1600 beschrieben werden kann und ermitteln Sie seinen maximalen
Umsatz.

d) Herr Konsum will natiirlich nur drei Dinge: Gewinn, Gewinn und Gewinn. Zeigen Sie, dass
G(x) = -5x> + 60x + 800 die Gewinnfunktion ist und berechnen Sie den maximalen Gewinn
von Herrn Konsum, d.h. bei welchem Preis durch welchen Absatz welcher Gewinn
erwirtschaftet wird. (Als Kosten sei hier nur der Preis der Schokolade beim GroBhindler
eingerechnet).

e) Als Kostenpauschale fiir Licht, Miete, Lohnkosten usw. setzt Herr Konsum pauschal 7%
des GroBmarktpreises des Artikels an. Wie verdndert sich der Gewinn aus d) wenn dies
beriicksichtigt wird?

Losung:
a) Man kann verschiedene Ansétze interpretieren, wie z.B. den Einkaufpreis als Anfangswert.
Streng nach dem Text sollte aber mit 0,80 € begonnen werden. Es gilt:

K |Pn)in€ Absatz A (n)

0 0,80 2000

-1 10,80-1-0,05=0,75 2000+ 1-100=2100
-2 10,80-2-0,05=0,70 2000 + 2 - 100 = 2200
-3 10,80-3-0,05=0,65 2000 + 3 - 100 = 2300
-8 10,80—-8-0,05=0,40 — Einkaufspreis | 2000 + 8 - 100 = 2800
+1 10,80+1-0,05=0,85 2000 -1 - 100 =1900
+2 10,80+2-0,05=0,90 2000 -2 -100= 1800
+20 | 0,80 +20-0,05=1,80 2000-20-100=0

b) Preisfunktion:  P(k)=0,80 + k- 0,05; -8 <k <20; k € Z; DB [-8/20] oder
P(k)=0,40 + k- 0,05;0<k <28;k € N; DB [0/ 28]

Absatzfunktion: A(k)=2000—k - 100 bzw.
A(k)=2800-k- 100

k ist dabei die Anzahl der Verédnderungsstufen von je 0,05 €

¢) Allgemein gilt:  U(K) = P(K) - A(k) = (0,80 +k - 0,05) - (2000 - k - 100)
= 1600 - 80k + 100k — 5k* = -5k* + 20k + 1600

bzw:



U (k) = P(k) - A(K) = (0,40 + k - 0,05) - (2800 - k - 100)
= 1120 - 40k + 140k — 5k* = -5k* + 100k + 1120

Berechnung des maximalen Umsatzes:
U’(k) =-10k +20 = 0 — k =2, werden + 2 Anderungsschritte zu je 0,05 € im Preis vorge-
nommen ist der Umsatz maximal, der Preis betrdgt dann: P(k) =0,80 + 2 - 0,05 =0,90 €

Fiir die Variante mit 0,40 € als Ausgangswert ergibt sich:

Berechnung des maximalen Umsatzes:

U’(k) =-10k + 100 = 0 — k = 10, werden + 10 Anderungsschritte zu je 0,05 € im Preis vor
genommen ist der Umsatz maximal, der Preis betrdgt dann: P(k)= 0,40 + 10 - 0,05 = 0,90 €.

d) Allgemein gilt:G(k) = U(k) — K(k) = P(K) - A(K) - A(K) - 0,40 =
= -5k% + 20k + 1600 — ((2000 - k - 100)-0,40)
— -5k + 20k + 1600 — (800 — 40k) = -5k> + 60k + 800

Maximaler Gewinn: G'(k) = -10k + 60 = 0 — k = 6, d.h. wenn der Preis um + 6 Anderungs-
stufen von 0,80 € abweicht, d.h. bei einem Preis von P(6) = 0,80 + 6 - 0,05 = 1,10 €,
G"'(k)=-10 <0 — Maximum
=  A(6) = 1400€
=  G(6)=980€

e) G(k) = U (k) — K(k) = P(k) - A(k) ~( A(k) - 0,40 + 0,07 - A(k) - 0,40)
=P(k) - A(k) - ((A(k) - 0,40(1 + 0,07)
= P(k) - A(K) — (A(k) - 0,40 - 1,07)
= -5k* + 20k + 1600 — (2000 - k - 100)-0,428)
= -5k* + 20k + 1600 — (856 — 42.8k)

-5k* + 62,8k + 744

G'(k) =-10k+62,8=0—>k=6,28 — P (6,28)=0,80 + 6,28 - 0,05 =1,11€,
G”’(k)=-10 <0 — Maximum

Anwendungen der Differenzialrechnung

Das Newton-Verfahren

Herleitung der Iterationsvorschrift:
Ziel: Nullstellenberechnung einer Funktion f(x) liber das Tangentenndherungsverfahren

1. Schritt: Aufstellen der allgemeinen Tangentengleichung an den Graphen von f(x) an
einer Stelle x,. Voraussetzung ist die Existenz der 1. Ableitung.

Ansatz: (1) y=mx+n mit (2) m=f’(x,), wobei der y-Achsenabschnitt n durch Einsetzen der
Koordinaten des Punktes P(x,/f(x,)) ermittelt wird:

() n=f(x)—F(x,)- F(%).

Einsetzen von (2) und (3) in (1) ergibt:



y="f'(x,)-x+ f(x,)— f'(X,) X, und durch Ausklammern von f’(X,)

y= f(Xn)+ f’(Xn)'(X—Xn)
2. Schritt: Die Nullst. der Tangente wird als ndchster Ndherungswert x,+1 verwendet.

0="f(x,)+ f'(x,) (x=X,), somit also

f(x,)

Xn+1:Xn_ f’(X )'
n

Untersuchung eines Beispiels:

Gesucht ist die Nullstelle der Funktion f(x) = x* — 3x + 1 im Intervall [1 ; 3].

Im Graphikmodus des CAS ist zwar das Darstellen der Tangenten unkompliziert, jedoch nicht
immer sehr anschaulich, da bei Nutzung der ZOOM - Funktion der dargestellte Bereich des
Graphen fast linear verlduft und dicht bei der Tangente liegt.

Fiir das o. g. Beispiel ist folgende Veranschaulichung méglich:

1 Fev FEv [ FE™ T 1 Fev
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=Min
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#scl=.1
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wres=1.
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Tangente flir Startwert xo = 2 WINDOW - Einstellung, so dass die Nullstellen von f(x)

und der Tangenten noch unterscheidbar sind
1" |_Fer Fz FEw [ ‘:;p :.=:_=E

-~ f—|Zoom[Trace Regr*aph Mat-h|Oraw| -

Y=3. 33333 ~5. 20926 /

FRIN EAD AUTO FUNC

Tangente an Stelle x; = 5/3

Zum Ausfiihren des Beispiels wird im CALC — HOME - Modus der o. g. Funktionsterm unter
y1 gespeichert und die Iterationsvorschrift unter newton.

Sodann kann der Term fiir das Newton - Verfahren fiir den Startwert x = 2 berechnet und das
angezeigte Resultat durch Kopieren oder Verwenden der Taste ANS wiederum als Argument

fiir den folgenden Iterationsschritt verwendet werden.
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Als glinstig erweist sich hier eine Berechnung mit Naherungswerten, da zum einen bei
Beibehalten des berechneten Bruches sehr viele Schritte notwendig sind, um zu erkennen,
dass sich die Ergebnisse nur noch wenig unterscheiden, zum anderen merklich die Rechenzeit
des CAS ansteigt.

Letztendlich kann durch Einsetzen des errechneten Wertes in y1 gezeigt werden, dass die
Nullstelle naherungswelse ermittelt wurde:

ngebr‘a Eali: Dther‘TPr*ngDTEleah Upﬁ

B petaon 5-F) P

Ta4

223
L newtnn[ a4 ] 1.53239
® petonl. 532390161 86540 1.53209
= pepton 1. 332088932397 2) 1.33209
B peton 1. 5320888286238 1.53209
myll. 3320288252380 2. 13

ylCans{12>
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Integralrechnung
Berechnung eines bestimmten Integrals als Grenzwert der Ober- und Untersumme

In Anlehnung an die Mdglichkeit des Auszédhlens von Flachen ( z. B. Kreisfldchen durch
Quadrate von der Grofle 1 cm? bzw. 1 mm?) wird die Berechnung von krummlinig begrenzten
Flachen durch die Zerlegung der Fldche in gleich grof3e Streifen (Rechtecke) vorgenommen,
die mit einem ihrer Eckpunkte auf dem Funktionsgraphen liegen, so dass eine niherungsweise
Ermittlung des Flacheninhaltes erfolgen kann.

Das Beispiel ist unter www.mathe-mv.de abrufbar:

f(x)= —% x* +5 im Intervall [0 ; 5] 5 Streifen mit einer Breite von 1 LE
Berechnung des Flidcheninhaltes A, (durch die Untersumme):

5
A =a +a,+a,+a,+a; =y f(k)-1

k=1

A, = f(l)- 1+f(2) 1+ f3) -1+ f(4)-1+ f(5)-1=14

1 Few | F¥ FEw |_FE¥ [F7 B
- E Zoar Tr‘ace Regr*aph Math|Oraw| - fp

Berechnung des Flacheninhaltes A, (durch die Obersumme)
4
A=A+A+A+A+A =Y k)1
k=0
A=F0)1+fMD-1+fQ2)- 1+ f3)-1+ f(4)-1=19



o
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Hieraus folgt: 14 < A <19, dies ist eine recht grobe Abschétzung des Flacheninhaltes.
Deshalb wird eine Verfeinerung der Intervalleinteilung vorgenommen, um die Genauigkeit zu
vergroBern. Dies geschieht durch Einteilung des Intervalls in n gleich lange Teilintervalle:
AX = > Eine Berechnung der Ober- und Untersummen per Hand kann unter Nutzung der

n
Summenformel fiir natiirliche Zahlen oder mit dem CAS-Rechner erfolgen.

n 2 —_
H=Zf(§-kj-§=25(4n +3n-1)_ 25 25 50
k=1 n

n 6n’ 2n 6n* 3

2k

”_lf 5 2_25(4n2+3n—1)_25 25 50
n 6n’ 2n 6n* 3

Auch hier gilt: A, <A < A,, fiir alle Werte von n.

Bei immer weiterer Verfeinerung der Einteilung, d. h. beim Grenziibergang n gegen
Unendlich, erhdlt man als gemeinsamen Grenzwert der Ober- und Untersumme den Wert 53—0 .

Dieser gemeinsame Grenzwert von Ober- und Untersumme ist der gesuchte Fldcheninhalt.

Eine Bestdtigung des Ergebnisses kann mit einem CAS erfolgen.

Die Darstellung der Rechteckflidchen fiir die Ober- und Untersummen auf einem Voyage 200
kann mit dem Zusatzprogramm (Flash-Applikation) Calculus Tools erfolgen, dass von der
Homepage http://www.texas-instruments.de/ herunter geladen werden kann.

Es ist aber auch moglich, die Rechteckflichen mithilfe des Daten-Matrix-Editors zu erzeugen.

Die soll am Beispiel des Integrals der Funktion f(x)=x” +1im Intervall 0 < x <1

verdeutlicht werden.
Darstellung der Funktion im Intervall:
Funktion, Anzahl der Rechtecke definieren Funktion zeichnen:

AL sebra|oalc Andere ProEalLioeh] | ~ b Y& s

,_//

FRIN EDG AUTOD FET z/z0 FRIN EDG AUTO FET

B & FEv | _FE™
Spur HeuZei [Math|Zchn

2

LI B R N3 Fertia
Lo 10

auf Dat/Matrix wechseln (mit APPS)  Datei bezeichnen


http://www.texas-instruments.de/

Fi I Dak./Matrixeditar 7:EH AM T FZ Fz 7. F4 FE (F&™] _F7
Henu L0897  f—|PlotEinSt[Zell|ibSche|Cale|Div|Stat
o | ’ ;

F3 .

H : >
“*"tr“:" Cabri Geom...  CeTlZhest PP Diadramm ng‘zei . ﬁ:?ﬁz
Sozhliss Uariable: rit] ]
Mdt;i f[x]:l:l A T e N

F& Finstgr-Edi... FinanzMath Haurkbildsc... numcrische... L |
Grafil:

F? X.= .|:| A h [1] 1z] (Enter=0K__» {ESC=AEEE__
Huakkiss 1~ ulram ==
gr oz | Fotenomiat . Programme... Simultanes... Stat Listen,. W
HAIN FOG AUTO FRT FIAIN FOG AUTO FRT

auf cl gehen ENTER
[‘Fi T Fz T F= T [&] FE [ FE™] _F7
- E FlotEinSt|fell |ObSchr|Calc|Div|Stat

x- Werte mit Schrittweite 1/n definieren
1 FE F3 FYy FE Fa=l F?
- E FPlotEinSt|Zell|ibSche|Calc|Div|Stat

DATH DATH
CZ [] o [ _EGE [ o] o]
1 1 o]
2 2 .1
3 3 .2
4 4 FIre]
=] =] )
) ) A=)
v v =)
cl= cl=Folge<k k 0. 11 n_1_/n2>
HMAIN EODG AUTO FET HMAIN EODG AUTO FET

auf c2 gehen und die Funktionswerte
fir die kleinen Rechtecke berechnen

KE PR

die Summe der Rechtecke auf ¢3 bilden

1 I‘Fi T Fz T (B T [&] FE [ FB™|_F7
vﬂ Stat vﬂ FlotEinSt|2ell |ObSchr|Calc|Div|Stat
AT AT

cl c c3 cd cS cl c hcﬂ cS

1 o] 1 o] 1.285

2 .1 .01 2 .1 01

3 .2 L g 3 .2 g

4 .3 Nkl 4 .3 Nkl

=1 -4 = =1 -4 16

& .9 20 & .9 k]

7 B L S5 7 B s

cl= cI=Summe<cZ2*1 .- n>

MAIN BOG AOTO FRT MAIN EOG AOTO FET

auf c4 gehen und die Funktionswerte
fir die groBen Rechtecke berechnen

B

o [uts] i [et=]

1.285 [1.01
201 L4
oE) NoE]
HoE] 16
.16 25
.25 3
- 36 .49

EDG AUTO FET

die Summe der Rechtecke auf ¢5 bilden

rfi T Fz Trs T ™ Trs TrsvT [ T1
va PlotEinSt|2ell |ObSchr|Calc|Div|Stat
[ [

Ein Vergleich der beiden Werte ist leicht moglich.

Plot definieren

radintint

AT
cl o2 c3 o [uts]
1 [0] 1.285 [1.@1
2 .1 L1 L]
3 .2 o] NoE]
4 ] NoE] 16
] i .16 29
[ .5 25 sl
7 B i3 EE
Brich=1_385
MAIN BOG AUTO FET
I mainsint Flot 1 K

L

Hizt. Streifenbreite [1-n

Mit. Haufigk. u. Klassen? JA+

Haufigkeit...ooaeaan C2

=

Mit Klasseh.....c.... o
co=Summe C(cd?» . Enter=5ICH (ESC=REER 2 |
MAIN EOG AUTO FET MAIN EOG AUTO FET

Zeichnen

Plot definieren



1 Fev [ FE i FEw [_FE™ [F7 B 1 —
- E Foon|Spur HeuZei [Math|Zohn|+ ﬁ?T {5 iyl — — — """“;"“t O
. heFHkupiék&Ech i ]
" 0 witl FiCZ brin
=
Brich5=1.385
HMAIN EODG AUTO FET HMAIN EODG AUTO FET
Plot 1 deaktivieren zeichnen
- mainhink Flok 2 ™

F'lu:-t. Tgp . H15tngr‘amm+

Y

Hizt. Streiferbreite [I-n
Mit. Haufigk. u. Klaszzen? JA*

Haufigkeit...oeeuuas cd
Klasse.. cieiauennunns
Mit. Klassen...c.uun. £
| CEnter=sIHy CESC=rEER )
MAIN EDG AUTO FET AN EDG AUTO FET

Wenn n im Hauptschirm gedndert wird, immer die Werte im Daten-Matrix-Editor neu
berechnen lassen, dann erst zeichnen. Gehen Sie am besten in 10er Schritten vor. Ab n =70
ist ein Zeichnen nicht mehr moglich.

Firn= 20'

FAIN EDG AUTO FET FAIN EODG AUTO FET

PlotEmSt Zel 1 |ub5c-hr l:al:: Dl'v' Stat

DHTN
cl c cd cS
1 o] L OE251. 3588
z S - DEZS .01
3 . -1 0225
4 .15 L 225 L4
5 .2 oE) D625
& 20 « HEZS k]
7 .3 09 | L1235
dric3-1.30875
AIN EOG AUTO FET

Die Folgen der Ober- und Untersummen konnen im Folgenmodus grafisch dargestellt werden.

Beispiel fiir 1<n <40
Rechner in den Definieren der Ober- und Untersummen

olgenmodus brm%en mit MODE
HMODUS - ™

[SE-iF%,e- lTSEiF%-E' ETSeit,E- ﬂ
GFaPh e sesassnngnnn HM!H!+

Flkt. Verzeichnis.. main Fertiag
angez, Zifferni.... FLIESS &2
Winkel vasusannnn BOGEHMASS +
Expunentlalf‘ur‘mat. HOREMAL +
e onfommat v s DEEFEZ1ooHs
ektorformat ... ...
* Math AnzFrt .00 OH+

| LEnter=5TCH ESC=RABER . )

HIT £ ODEF * UMTERMEMLU OFFHEM FAIN EDG AUTO FOLG 1/ %

8]
ie 0,.4-3,40.4-3




Zeichnen (alle anderen Plots

deaktivieren oder Loschen!) Die Linie

bekommen Sie, wenn Sie den Befehl
Fenster wihlen linie x1,y1,x2,y2 benutzen

1 FE™ 1 Fewr [ FF Ty FE= [ "FE™ |[Fr B
- E Zoar ] - E Zoom |Spur Heulei [Math{Zchh|~ il
Firin
rirax=4e,
plotStrt=1. 5
plotStep=1. BLLE L PR T T T T T
#min=-.1 guummEEE®R

wmax=4, L]
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Berechnung der Bogenlange als eine Anwendung der Integralrechnung

Die Bogenlédnge einer ebenen Kurve kann im Grafikmodus mit Hilfe der Funktionstaste F5

und B ermittelt werden.

1 1| Fev | F= Y FE+ [ "FE= |Fr
2 - -
f (X) =—_X*>4+5 §—|Zoom|Trace [Rearaph|Math|DFaw

kS
Arc=7F.3947143

FAIN EAD AUTO FUNC Lt

Auf diese Weise erfahren die Schiiler allerdings nicht, dass die Integralrechnung diese
Berechnung ermoglicht. An einem Beispiel ldsst sich dieser Zusammenhang zeigen:

Vi

Ola=x1 x5 x3 Xn_1 b=x, X

Wie bei der Berechnung des Flacheninhaltes unter einer Kurve wird auch hier das Intervall
[a,b] in Teilintervalle zerlegt. Werden je zwei benachbarte Punkte durch Strecken verbunden,
so entsteht ein Streckenzug P,P,...P,.. Fiir die Lange 1 dieses Streckenzuges gilt:

I :ﬁ+ﬁ+...+ PP bzw.
1 =306 =X )2+ (Y, = )7+ =X+ (Y = Ya)? et A Oy =X+ (Vo = Yot )’

Fir X; —X;_, = AX; und y; — Yy, , = Ay, ergibt sich: | =Zn:,/Axl2 +Ay;?
i=2



Mit dem Ziele der Anwendung der Integraldefinition als Grenzwert einer Folge von Summen
aus Teilprodukten kann der Wurzelausdruck in ein Produkt zerlegt werden.

Inzzn:«/AforAyiz :Zn:\/[ldr ].Axi2 -3
i=2 i=2 i=2

AV.
Hierbei ist A—y' = D(X) der Differenzenquotient. Bildet man dessen Grenzwert fiir n gegen
X

Ay;?
AX’

Unendlich, das bedeutet, dass die Teilintervalle gegen Unendlich gehen, so erhilt man den
Differentialquotienten, also die Ableitung der Funktion f an der Stelle x;. Die Folge der
Summe der Streckenldngen konvergiert (unter bestimmten Voraussetzungen) gegen den

b
Bogenlédnge s und es gilt S = Iw/l + [f '(X)]Z dx.
Die e~ Funktion

Gewinnung der Logarithmusfunktion In(x) als Umkehrung der Funktion e*

Mit Hilfe des VOY AGE200 kann der Zusammenhang zwischen Exponential- und
Logarithmusfunktionen gut dargestellt werden.

Die folgende Vorgehensweise eignet sich sowohl als Wiederholung des Unterrichtsstoffes aus
Klasse 10 als auch zur Ubung im Umgang mit dem VOYAGE200.
Glinstig ist ein gemeinsames Vorgehen.

Hinweis: Fiir f(x) = €* und g(x) = In(x) ist es schwierig, ein geeignetes Fenster zu finden,
damit die Symmetrie zur Geraden y = x auch optisch sichtbar wird. (Die Anzahl der Pixel in
x-Richtung ist um einiges groBer als die in y-Richtung.)

f(x) = e*
Wihlen sie mit |APPS| Dat./Matrix aus. Benennen Sie Thre Datei
Fi Dat.  Makrixeditor B:4% AM 1 F& Fz Fy FE Fer Fr
Hiny I lesiEi0r - E FlotEinSt|fell|0bSchr|Calc|Div|Stat
] . c ;
F3 Tup: Daten+
Deuksch .
e F’: P Diaararam Uerzeis mains
5"‘2'::’ ]:L $ Fpden Variable: e=><p+‘|kt,| |
Hath i H
Gu F:l: Fenster-Edi... Finanzhath Hauetbildsc... numscrische... i HH __|
Fak
- [h]E] (Enter=0K > ¢ESC=ABEE
Wathiss "1‘ HiT Alb ==
I]rﬂ-urr?izr' Folvnomial ... Frodramme... Simulkanes... Stak./Lisken.. W
AN 06 AUTO FRT FARTH 05 AUTO FET

Geben Sie den x- und y- Werten ein:
Geben Sie bei cl ein: folge(k.k,-3,3,1) und bei c2: 2”c1

I‘Fi T B Trs T [&] FE [ FE™|_F7 I‘Fi T B Trs T & FE [ FE™|_F7
vﬂ FlotEinSt|fell |ObSchr|Calc|Div|Stat vﬂ FlotEinSt|fell|0bSchr|Calc|Div|Stat

OATH OATH
c o3 cd cS cl c3 cd cS
1 -3 =™ =3 1 -3 e™ =3
z -z ™ -2 z -z ™ =2
3 -1 ™1 3 -1 ™1
4 o] 1 4 o] 1
=1 1 & =1 1 &
& &
7 7
cl=Folge<k.k."3.1.1> c2=e"cl
HAIN EOG AUTO FET HAIN EOG ALTO FET

Fiir die Darstellung definieren Sie den Plot 1



Waihlen Sie F2, dann F1 und definieren Sie Plotl:

Pp— Tdine xFFlk Flok 1 K
Plot=TuP.ceeenunnans Streus
Zeichen.e i auenans Ereuz+

[=51
- =

|, “Enter=5ICH ESC=HAEER_ 1 |
HRIN EOG AUTD FET HAIN EOG AUTD FET

Sie miissen mehrfach mit ENTER bestétigen.

Wenn Sie das Fenster wie folgt wéhlen, dann ist eine Einheit auf der x-Achse in etwa so grof3
wie eine Einheit auf der y-Achse.

(Zeichnen mit §| R(Graph))
Gehen Sie zuriick zu ihrer aktuellen Dat./Matrix.
Definieren Sie nun Plot2, indem Sie bei x c2 und bei y cl eintragen. (x und y-Werte

vertauschen)

vil,r Pp— = K aintexkEkt Flok @ K
Flot—=Tup .. enennans Streus

L [DanTKDpleTLosc,h - ] Zeichen. e e ennans Ereuz +

o BT N

[=te]
. i:1|

Brici--3 | (Enter=5ICH ESC=FEER )

FRIN EDG AUTOD FET FRIN EDG AUTO FET

FAIN EDG AUTO FET

Damit die Gerade y = x als Symmetrieachse schnell erkannt wird, kénnen
die folgenden Schritte sollten nacheinander durchgefiihrt werden.
Gehen Sie in Hauptbildschirm:

(Mit dem Befehl ,,linie x1, y1,x2,y2 *“ im Hauptschirm lassen sich Strecken P,P, mit
Pi(x1|yl) und P5(x2|y2) im Graphikschirm zeichnen.)
Geben Sie den Befehl, die Strecke P,P, zu zeichnen mit P,(0|e') P,(1|e')



viﬂ Fllgrévbr*a Eraglvi: FIanI'ETr*e-TF'r‘F;EFITLEnghT ]

linie O."¢12>.1,.e™¢13]

feNTED]
FIRIN E0G RUTD FET 0730 ENTERFm F0G AUTO FET

Die entsprechende Strecke bei der Umkehrfunktion erhalten Sie durch vertauschen der x- und
y- Werte:

via Fllgré‘i;r*a I:Fagfv: HHEHJPETP;;EHTLJQEHT ]

1

=Linie B,el1,e Fertig .q

%ﬁ:llilnle EA (E:Il]-G)ﬁETI[;] - EA (1 )FET1I123|:I ENTE!EMHIN EDG AUTO FET

Geben Sie den Befehl, die Strecke P,P, zu zeichnen mit P;(1]0) P,(1]e')

(R A1 scbr-a|cate findore Froerl soek| | oo omur ez otk - & i ]

mlinie B,e1,1,e! Fertig

nlinie ¢!, 0,011 Fertig ®

mlinie 1,0,1, ¢! Fertig g

linie 1.0.1,.e%¢1> E
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Die entsprechende Strecke bei der Umkehrfunktion erhalten Sie durch vertauschen der x- und

y- Werte:

viﬂ Fllgrévbr*a I:Faglvc, HHE";PETP;;EHTLST;EHT ]

1

mlinie @,el,1,e Fertig

mlinie ¢l,m,e1,1 Fertig =
mlinie 1,8,1,1 Fertig b
linie B 1. &"¢1>,.1

FMAIN EDS AUTO FET /0 ENTE R MAIN EODS AUTO FET

Zeichnen Sie die Symmetrieachse ein! (Im Y-EDITOR y1(x) = x eingeben)

FAIN EDG AUTO FET

Die zusammengehdrenden Punkte P;(ajb) und P, (bja) liegen spiegelbildlich zur Achse y = x
Man kann z.B. Strecke P,Ps mit P, (-2 ]| e?); P; (e7* | -2) zusitzlich einzeichnen.
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mlinie @,el,1,e! Fertig i
L. 1 i . v =

Blinie ¢ ,0,s",1 Fertia

mlinie 1,8,1,]1 Fertig =

mlinie @,1,1,1 Fertig b

linie ~2,.&e™C"23,.e"("2),.72

MAIN EODS AUTO FET 4/Z0 MAIW EDS AUTO FET

Durch das Vertauschen der Werte wird aus y =e¢* x=¢”
Dies ist per Definition log, x =y = In(x)
Geben Sie in den Y-EDITOR ein y2(x)= ¢ und bei y3(x)=In(x) und zeichnen Sie!

Fzw Tf T i == - —
F_TED:WTBEEHJ il IEETZEISM lT" i ﬁ - "'IZI{_ £00mM 5pur‘ HeuZE-l Math Zohn|=
*-‘;F‘LIiTét.iz HEN 3 S
“Plot 1iler # oxclwce
ul=w
JH%:TXC N
“oi=1n0x

J4=1

ua=

H%f

afs
yd(xd=
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Mit F4 konnen Sie neu zeichnen und ohne die Strecken darstellen.

1" |_Fzr Fz FEr FE* TF7

- f—|Zoom|Spur NeuZe-l Math|Zchn]-
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Auftrag 1 :
Bestimmen Sie alle Funktionen f mit der Eigenschaft f'(x) = f(x).

Losungshinweis: Sei f eine Losung der Gleichung f'(x) = f (x). Betrachten Sie die

Hilfsfunktion h(x) = LXX) und bilden Sie die Ableitung h’(x).
e

Auftrag 2 :

In der Biologie geht man davon aus, dass die Wachstumsrate N’(t) von Bakterienkulturen bei
unerschopflichen Néhrboden proportional zu der in diesem Augenblick vorhandenen
Bakterien N(t) ist:  N'(t) = k N(t).

Welche Funktionen beschreiben dieses Wachstum?

Lésung: N(t) = c-e*", Hinweis auf Verwendung eines Modells (N(t) eigentlich stets
ganzzahlig!)



