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2 Vorwort

Vorwort

Nach der erfolgreichen Erarbeitung gemeinsamer Rahmenlehrplane fur die Grundachule h
ben die Bundeslamrd Berlin, Brandenburg und Mecklenbevgrpommern in einem Vertrag
vom 13. September 2004 vereinbart, die Kooperation bei der Erarbeitung wptaben
fortzusetzen und gemeinsame Kerncurricula fur die Qualifikationsphase der gymnasialen
Oberstufe fur dig=acher Deutsch, Mathematik, Biologie, Chemie, Physik, Englisch, &ranz
sisch, Polnisch, Russisch, Spanisch, Latein, Geografie, Kunst und Gestaltung, Musik, Info
matik und Sport zu erarbeiten.

In MecklenburgVorpommern wurden diese Kerncurricula paraleit der Wiedereinfiihrung
des Abiturs nach 12 Schuljahren zum Schuljahr 2006/07 in Kraft gesetzt und l6stenealie bish
rigen Rahmenpléne ab.

Kerncurricula sind auf den Erwerb jener Kompetenzen ausgerichtet, die Schilerinnen und
Schiler benétigen, um auf dierausforderungen in der Wissensgesellschaft vorbereitet zu
sein. Kompetenz wird dabei verstanden als Geflecht von Wissen, Kénnen, Verstetien, Ha
deln, Erfahrung und Motivation. In den Kerncurricula sind Standards beschrieben, die die
Schiler bis zum Abituerreichen sollten.

Mit den Kerncurricula werden notwendige Freiraume fir individuelle Lernprozesse gescha
fen. Auf diese Weise kdnnen Fahigkeiten, Begabungen, Neigungen und Interesserii-der Sch
ler sowie regionale und schulspezifische Besonderheiteergssicksichtigt werden.

Zur Unterstitzung der Umsetzung des Kerncurriculums fir das Fach Matheatagikh an

der Universitat Rostock eine Arbeitsgruppe konstituiert, deren Arbeit vom bisherigerstande
institut fur Schule und Ausbildung geférdert wardDie Vorschléage fur die einzelnehdmen

in der Einfihrungsund cer Qualifikationsphase der gymnasialen Oberstufe, die jeweils in
einer ersten Fassung bereits im Internet untew.mathemv.deverdéffentlicht wurde, we-

den in dieser Broschire nach&iAbstimmung mit der Abituraufgabenkanmssion in einer
Uberarbégeten Fassung zusammengefasst.

Das Ministerium fur Bildung, Wissenschaft und Kultur Mecklenbvogpommern stellt allen
Schulen eine Broschire zur Viggung. Sie ist untewww.mathemv.dezum Download ve
offentlicht.

Ich bedanke mich bei den Autorinnen und Autoren dieser Broschure, die neben ihrer Unte
richts bzw. Lehrtétigkeit UbeB Jahe intensiv an diesem Bjekt gearbeitet haben.

Henry Tesch
Minister fur Bildung, Wissenschaft und Kultur


http://www.mathe-mv.de/
http://www.mathe-mv.de/
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Zur Entwicklung und zum Einsatz der Broschure

Die in dieser Broschire angegebenen Ziele und Aufgaben sind das Ergebnis der Apbeitsgru
pe AGymhasOberstufe Mathemati kfi, nditUntesei t
stutzungdes Landesinstitutes fur Schule und Ausbildung Mecklenborgommern tétig ist

und die aus den Autoren der Broschire besiibtVorschlageetreffen alle Unterriclst

themen in den Klassen 10, 11 und M2t den Vorschlagen erfolgt eine Konkretisierung und
Strukturierung der Ziele des Kerncurriculums Mathematik fir drerggiale Oberstufe.

Auf einer gemeinsamen Beratung mit der Abituraufgabenkommission und ddrefarn
fur die Gymnasien und Gesamtschulen am 10. Juli 2008 wurden den@egen dieser Ziele
zu den Anforderungen im Abitur diskutiemd in folgender Wise vereinbart

Mit den Zielen auf dem Niveau de&heren Wissens und Koénnerssllen die Wssens und
Kdnnenselemente beschrieben werden, die bei jedem Schiiler so ausgebildet sein sollen, dass
er sie gderzeit ohne weitere Vorbereitung abrufen kann. Dabei wird vorausgesetzt, dass er in
der Regel keine weiteren Hilfsmittel zur Verfugung haii zielt dieser Bereich der Ziele

auf das, was fir ein spateres Studium von eniidehder Bedeutung ist, sichere inhaltliche
Grundvorstellungen, Grundfertigkeiten und Grundkenntnisse. Die irahalti Vorstellungen

und Kenntnisse der Schiler werden im StudiumR.dals gegeben vorausgesetzt.

Diese Ziele sind die wesentliche Grundlage furAiorderungenim Prufungsteil A0

Das zweite Niveau degsaktivierbaren Wissens und Kénnemezieht sich auf das Ziein

veau, das nach einer gezielten Vorbereitung auf dsebssprufungreeichbar ist. Dabei

sind auch alle im Unterricht zugelassenen Hilfsniigelaubt. Bkanntlich ist dieses in der
Prufung erreichte Leistungsniveau nur von kurzer Dauer und muss zu einem spateren Zei
punkt erneut reaktiviert werden.

Dieses Zielniveau ist die hauptsachliche Grundlage fiir die inRté@fungsteilen A und Be-
stellten Anforderungen. Dies betrifft auch das Anforderungsniveau 3 der EPA, da die Anfo
derungen einer Aufgabe weniger von dem mathematischen Inhalt als vielmehr veardem
Lésen notwendigen Niveau der Problenafébigkeiten abharen

Das dritte Zielniveau deSxemplarischensoll die Ziele beschreiben, die nichssmatisch
behandel t, s cemxdcarpd amur s ahemnsovide/soflea.iDie Schiiler

sollten diese mathematischen Inhalte anhand sehr einpragsamer Beispiele erlebaandie i
auch spater durchaus als Episode des Unterrichts im Gedachtnis bleiben. Diese Ziele sind ein
Feld, auf dem der Lehrer seinen besonderen Interesserehanh@nn. Es ist ader moglich

noch sinnvoll, He angegebenen Ziele zu realisieren.

In der Abiturprifung kénnen in dderifungsteilen A und Bur Formulierung von weiteren
Teilaufgaben auf dem Anforderungsniveau 3 Elemente des exemphaisaitteltenWis-

sens und Konnensrkommen. Diese Anforderungen sollen aber nur etwa 10 % der Gesam
anforderung ausmachen. Weiterhin werden die Aufgaben so formuliert, dass eine Behandlung
im Unterricht nicht vorausgesetzt wird und die Schélkr nétigen Informationen in derirr
fungsadigabe erhalten, um mit ihrem reaktivierbaren Wissen und Kénnen die Aufgabe I6sen
zu kdnnen.

Wir wiinschen allen Kolleginnen und Kollegen viel Erfolg bei der Arbeit mit dem Material!

Die Autoren
Rostock, Juni 2009

"' Wenn ein Ziehur mit einem CAS erreichbar sein soll, wird dies explizit genannt.



4 Planungsvorschlag Klasse 10

1 Ziele und Aufgaben fir die Klasse 10

1.1 Planungsvorschlag fir die Klasse 10

Thema Std.
Einfihrung eines CASRechners 4
1 Trigonometrische Berechnungen und Winkelfunktionen 28
Ruckblick 2
1.1 Trigonometrische Berechnungen 12
1.2 Winkelfunktionen 14

Periodische Funktionen

Die Sinus unddie Kosinusfunktion
Das Bogenmal3 eines Winkels
Die Funktion f(x) = &@in (bx) + ¢

=
oo

2 Exponential- und Logarithmusfunkti onen
Ruckblick

2.1 Logarithmen und Logarithmengesetze

2.2 Exponentialfunktionen

2.3 Logarithmusfunktionen

3 Korperdarstellung und Korperberechnungen
Ruckblick

3.1 Begriff und Darstellung von Pyramiden unégdéIn

3.2 Oberflacheninhalt und Volumen von Pyra®n und Kegeln

3.3 Begriff, Volumen und Oberflacheninhalt eineugdsel

3.4 Zerlegen und Zusammensataemn Korpern, Pyramidemnd Kegéstimpfe

3.5 Anwendungen

4  Stochastik
Ruckblick

4.1 Die bedingte Wahrscheinlichkeit

4.2 Die Binomialverteilung und Denkweisen der beurteilendetishik

5 Systematisierung von Funktionen

5.1 Der Funktionsbegriff

5.2 Merkmale von Funktionen

mmmggmmﬁhwmmwmgmgbm

5.3 Funktionen mit Parametern

Summe| 100

Bemerkungen:

- In der geplanten Zeit (25 Wochen) sind die Zeiten fur Klausuren nichtitsrtha

- Ein GTR bzw. CASRechner sollte in allen Stoffgebieten verwendetden, wobei der
Rechner schrittweise erschlossesrden sollte Zu Beginn des Schuljahres sollte eine
Einfihrung in die Arbeit mit dem konkreten Rechner erfolgen.

- Das Thema Stochastik sollte im Zusammenhang mit dem Thema Stochastik in Klasse 12
geplant verden Mt entsprechenden Aufgaben zur Binoha@teilung sollte man bereits
in Klasse 10 die Denkund Arbeitsweisen der beurteilenden Stejslie dann in Klasse
12 explizit behandelt werden, inhaltlich vorbereiteten.

- Das Thema Sytematisierung von Ftioken dient der inhaltlichen Vorbereitung der
grundlegenden Begriffe und Denkweisen der Analysis in Klasse 11.
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1.2 Trigonometrische Berechnungen und Winkelfunktionen

Ziele

Sicheres Wissen und Kdnnen
Die Schilerinnen und Schiler wissen, dass

es Winkel gibtdie kleiner als 0° oder grél3er als 360° sind,
Winkel einen positiven oder negativen Drehsinn haben kdnnen,
jeder Winkel darstellbar istizals U = U +

k

WinkelimGradoder BogenmaC angegeben werden K°nne

und 2° dem Gr aictnaC 360A entspr

nur eine im Bogenmal3 beschriftetéghse einen Vergleich von &phen von Winkie
funktionen mit anderen Funktionsgraphen ermdéglicht,

die Sinus, Kosinus und Tangensfunktion periodische Funktionen sind haben Vi
stellungen vom Graphen der Sinusfunktion,

der Sinus, Kosinus und Tangens eines Winkels unter 90° Higiltfas zweier Seitenté
gen im rechtwinklign Dreieck gebildet werden kann.

Die Schiilerinnen und Schiler kbnnen

unterscheiden zwischen Anwendungen\3nkelfunktionen in deffrigonometriezur
Dreiecksberechnung (Gradmalf3) und Anwendungen zur Beschrgibtindischer Vo
gange(Bogenmaln).

Reaktivierbares Wissen und Konnen
Die Schilerinnen und Schiiler wissen, dass

sin U = GwgdHypahenuset e
cos U = vaAm kHypothentse,
tan U = Gwghd Arkahetéoa'l, e

das Bogenmal} exs Winkels das Verhaltnis der zugehdrigen Bogenldnge zum Radius und
einheitenlos ist, wodurch es im Einheitskreis der Lange des zugehdrigen Kreisbdgens en
spricht,

die Seitenverhaltnisse fir den Sinus, Kosinus und Tangens eines Winkels nur in kechtwin
ligen Dreiecken und der Sinusnd der Kosinussatz bzw. der Satz zéckénberechnung
von Dreiecken mithilfe des Sinus eines Winkels in beliebigenebken gelten,

der Anstieg des Graphen einer linearen Funktion mitm &ftarb er echnet wer den

wobei U der Winkel z wi sAchbeaund der &enadgnass | t | v en
die Sinusfunktioreine gerade undie Kosinusfunktioreine ungerade Funktion ist

Die Schilerinnen und Schiler kdnnen

beliebige Winkel im Gradoder Bbgenmal3 angeben, insbesondere ganzzahlige Teile und
Vielfache von

Seiten und Winkel in rechtwinkligen Dreiecken berechnen,

T
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Berechnungen in beliebigen Dreiecken unter Nutzung der -$ikasinus oder Flache-
inhaltssatze durchfiihren,

Sachaufgaben losedie Sachverhalte im Raum oder Gelande beschreiben, die Uherscha
bar sind, sich in Bis 3 rechtwinklige Dreiecke zerlegen lassen und durch méglichst wenig
aufeinander aufbauende Rechenschritte zu l6sen sind,

Die Kosinus und Tangensfunktion (y = cos x ade= tan x) in Skizzen erkennen sowie
aus ihnen die Periode, die Symmetrie, Nullstellen und Extremwerte ablesen,

eine Sinusfunktiony =sinxodery=4lh s ki zzi er en,
eine Sinusfunktion y UscskizzRresi n x + ¢ oder vy

aus Zeichnungen von Fafrsigendée Kgersanaftgn ablesem: PA s i n
riode, Nullstellen, Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen, Symmetrie, Extremstell
und i werte,

folgende goniometrische Gleichungen oder Gleichungen, die durch einfachadeigaiv
Umformungen auf diese zurtickzufihren sind, I6sen:

sin x = a, sin U = a, cos x = a, cos U = a,
90A O U O GB60A M®yzW.ermnwi rd und tan U = a, w
imintevall 90 A O U O 90A angegeben wird.

Exemplarisches
Die Schulerinnen und Schuler haben an einpragsamen Beispielen erlebt, dass

man in der Beziehung U0&Ii B ¥ HeA AbB@Apmiver 0
all e anderen Winkel U Azueinander 2quival en

es fur Winkelfunktionen Quadrantenbeziehungen gibt (am Beispiel der Sinusfynkt
man den Satz six + cog x = 1 herleiten kann,

Berechnungen in beliebigen geetrischen Figuren ausfiihrbar sind, indem manesie g
schickt in Teildreiecke zerleqt,

der Faktor b bei der Funktion y = sin (bx) die Periadgeder Funktion beeinflusst.
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Aufgaben
1. Sicheres Wissen und Konnen

1. Gegeben sind folgende Winkel: 40080°; 650°;-900°;-630°; 360°
a) Zeichne den Drehwinkel.
b) Gib die Anzahl der vollen Umdrehungen und die Teilumdrehurigyadan.
c) Stelle den Winkel dar in der Form=ad k+360°mit0°¢ ad¢ 360°, ki Z.

2 . Der Punkt P(1; 0) ist ein Punkt des Einheitskreises um den Koordinatenursprung.

Gib die Koordinaten des Punktes PO6 an, auf
Winkelj abgebildet wird.
j = 270 O0O(C ;- :-&00; ;6450 ; 900 ; -810 ; 540

3. Ergénze die Tabelle so, dass sich in jeder Zilender entsprechende Wihkeal3eerge-
ben.

Gradmal} Bogenmal}
90°
5 -
2
360°

4. Beschrifte die xAchse jeweilsunterenarderim Bogenmaf mit Vielfachen vgn ,im
Gradmald mit Vielfachen von 180° und mé&nzerZahlen, so dass eine Einheit 1 cnt-en
spricht.

I »
»

0 ganze Zhlen
0 Bogenmal}
0° Gradmal}

5. Zeichne eine X Achse und beschrifte sie im Intervalf| 7], so dass eine Einheit 1 cm
ertspricht. Trage folgende Werte der Vielfachenlied e v on °~ T&#chdealdi eser
275525 2 T 2 7
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6. In den folgenden Abbildungen ist jeweils der Verlauf der Funktion f(x) = sin x in einem
Intervall dargestellt.
a) TrageaufderxAc hse O, 2, 31 2 éEinte- 2 ° u
lung fir die yAchse fest.

vi Zrnzn;m Tr‘ac,eTRegr*aphTMFastTh D:*E.;w]t? {5" i':i:i

A0 WARNA AN
N VAV RVAVRVAY

HMAlM FAD AUTO FUMC AN EAD AUTO FLUHC

b) Trage auf derxAchse 0°; 90°; 180°; 270°; 360° und im 2. Bild auch 540° und 720°
ein und Iege ]eWE‘I|S die Einteilung fir diedghse fest.
1""'3 e St [Dra| - . TJT—':'TZEZ.:TN Tr*aceTRegr‘aphTMFastTh D:*E;w v? &p i':i:i

/\ N
VA RVAVAYAY

HMAlN FAD AUTO FUMC AN EAD AUTO FLHC

5 FE™ [ _FG™ [F7 T
Zcu:im Tr*aceTRegr‘aphTMath Dt~z [+ &p

7. a) Ordne den folgenden Ausschnitten aus Graplie Funktionsgleiaingen zu.
b) Warum kénnen stets nur Ausschnitte aus den Funktionsgraphen dargestellt werden?
A: y=sinx B: y =cos x C.y=tanx
I:

¥
a4
24
2]
/
% a1 o o 2 T 2 "

o

\
=]
E)
\w
H
=)
53

b i fa 5

| n h !
w

E]
E)
3}
3

T T T
/n -3z - -T2 1] ™2
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8. Lege fur die untenstehenden Graphen den Koordinatenursprung fest und zeichne die y
Achse swie die Einteilung fiir die Koordinatenachsen ein, so dass der Graph dargestellt
wird.

a) Sinusfunktion b) Kosinusfunktion

1| _Few FEw | FB¥ [F7 e 1| Few FEw | FR¥ [F7 e
- fy HH * f—|Zoom Tr‘ace Regr‘aph Math|OFaw|~ fv HH

ANYVANYANYAVANYANYANY
\VARVARVEREAVERVARV/

¥ f—|Zoomn Tr‘ac,e Regr‘aph Mat.h 02w

1 Few | F3 FEw | FB¥ [F7 B
- E Zoan|Trace Regr‘aph Mat.h|OFaw| - fy

1 Few | F3 FEw | FB™
- E Zoon|Trace Regr‘aph Math|Oraw

77 ép §.=£:5

AWAWAWAWAW RN AWAWAWAWAW]
JVVVVV JVVV VY

MAIN RAD AUTO FUMNC MAIN EAD AUTO FUMC

9. Zeichne drei verschiedene Dreiecke jeweils mit den Innenwinkeln Vols@and 96.
Gib Unterschiede und Gemeinsagitkn dieser drei Dreiecke an.

10.Bei welchen Sachverhalten wirdest du den Winkel im Bogenmal3 bzw. im Gradmald a

geben?

(1) Ablesen des Schnittpunktes von 2 Graphen, wobei einer zu einer Sinusfunktion und
der andre zueiner linearen Funktion gehort

(2) Berechnung deNeigungswinkels eindgtyramidenflache zur Grundflache

(3) Beschreibung eines periodischen Prozesses, bei dem die Amplitude exporentiell a
nimmt

(4) Berechnungen im Gelande, z.B. Bereung der Breite eines Flusses

(5) Berechnung des Schnittwinkels eines Grapherr éimsaren Funktion mit der-x
Achse mihilfe ihres Anstiegs

(6) Graphen einer linearen Funktion mit deAghse mithilfe ihres Anstiegs



10 Trigonometrie und Winkelfunktionen

2. Reaktivierbares Wissen und Kénnen

11. Gegeben sind folgende Dreiecke
A C F

%

3¢

a) Gib das gesuchte Verhéltnis in den gegeberehtwinkligen Dreiecken mit Hilfe der
ertsprechenden Seiten an!

~

sina = sin o = tan o9 =
tanb = cos U = cos 9 =

b) Gib eine Winkelfunktion in den gegebenen rechtwinkligen Dreiecken mit Hilfe eines
beliebigen Winkels zu den gegebenen Seitenverhaltmiasé
a _ e

c f

L
9

12.Versuchedie Seiten und Winkel des rechtwinkligen Dreiecks so bezeichnen, dass gilt:

X .

a) sin Eand:cosa:—
k

b) sinb:V—vund codh =

13.Berechne jeweils die Lange des Kreisbogens, der zu einem gegebenen dezltaiwi

gehort, wenn der Radius des Kreises verandedt Bilde das Verhéltnis Kreisbogent
ge zum Rdius. Was stellst Du fest?

—|ls NI

a=57,3° b bir a =90° b b/r
r=5cm r=5cm
r=10m r=10m
r=2,3cm r=2,3cm
r=3mm r=3mm

14.Berechne den Winkel zwischen dem positiven Teil>dAchse und der Geraden.
a) y=x b)y=4 C)y=Tx dy=4xi 6

e)y:-%x+2 fl)y=14x+6 g)y:%x'l'z
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15.Berechne den Anstieg einer | ineareni- Funkt i
ven Teil der X Achse und der Geraden gegeben ist.

ayU = 30A

by U = 75A

c) U = 110A

dU = 0A

eeU = 90A

) U = 175A

16.Gegeben sind folgende Dreiecke ABC.
Entscheide jeweils, ob du den Stizdie Berechnung von Seiten oder Winkeln in dem
entsprechenden Dreieck nutzen kdnntest:
I Il

a) Sinussatz

b) A = b A ¢ sin U
c 0 A = (b A c )I2
d) a2=b2+c2

e)sin b = b/ a

f cos o = b/ a
ggtan b = b/ c

h) Kosinussatz

1 7Welche Beziehungen zwischen Gradd Bayenmal? sind richtig?
a) 360°% 2p b)1,047% 60° c¢)0,75% 270° d) 45% 0,25p

18.Zeichne in die Bilder eine-pichse ein, so dasker Graphder folgenden Funktion dasg
stellt wird.

a) gerade Funktion b) ungerade Funktion

17 _Fer Fz FEw Far 17 _Fer Fz FLw Fa*

H T H B
- = |Zoam|Trace Regr‘aph Math|Oraw|~ f - = |Zoom|Trace Regr‘aph Math|Oraw]|- ff

ANVANYANY VAN ANYANY
VARVARVEEAVERVERV/

HMAlH ERD ALTO FUHC HMAlH KAD ALTO FUHC
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19.Berechne jeweils die fehlenden Stiicke der Dreiecke ABC.

a) a = 5,3 cm?® bby &£, 5 6m3 @Ens DG =8 90
c)b=48cm;= 64 cmM; Ud¥ 0= 4, % cm= WO 12,
20.Vervollstandige die folgende Tabellen:
wirkelaim Grad- | oo |30°|60°| |135°|  |210°|270° 360°| 720°
Winkel x im Bo-
genmal{Teile bzw. b §p i
Vielf ache v 2 6 6
Winkel a im o 0 0 o o
Gradman 1 10 30 100 270
Winkel xim
Bogenmal} 12 3 6
21.1n einem gleichschenkligen Dreieck ABC kennt man die Basis ¢ = 80 cm undretan In
winkel®° b = 37
Berechne alle tbrigen Sticke und den Flacheninhalt des Dreiecks ABC.
22.Gegeben sei ein Parallelogramm ABCD durcha=90gm,h38 c¢cm und U =
Fertige eine Skizze an und trage die gegebenen Stiicke ein.
Berechne die ubrigen Seitend Winkel des Parallelogramms.
23l n einem Trapez ABCD sind bekadnt:; =a59 7
Berechne b und c.
24Von einem Dreieck ABC sind bekannt: a =
Gesucht sind ¢, b und o.
25.Versuchedie Seiten undlie Innenwinkel eines Dreiecks so bezeichnen, dass gilt:
sing m sinx ¢ siny d _ 5.
2) Sin f “n siny _hundsinz_h ¢) K'=g +x 2gx cos
26.Bearbeite folgende Aufgaben, die sich auf ein Dreieck ABC beziehen.
a) geg.a=21m;b=48cm;c=6,0cm ges:. U 3
b)) geg. : b = 4,7 cm; ges:a 6,1 cm; u = 63,20
c)geg.: ¢ = 3,8 cm; dgs:b 300; b = 80,50
dgeg. : a = 7,8 cm; ges. 5,8 cm; Uu =30, 70
e)geg.: b = 3 cn a ges.,:3 &m; b = 25

27.

Ein Korper hat die Form einer gelen Pyramide mit quadratischer Grundflachi der
Grundkantea = 8,2 cnund der Hohé = 7,5 cm.
Zeichne ein Schragbild dieses Korpersl kerechndolgende GrolRen.

a) die Hohe bder Seitenflachen

b) den Oberflacheninhalt des Korpers

c) den

Ne i g u rewischen deké&ienkarien und der Grundflache

d) den Neigungswinkel zwischen den Seitenflachen und der Grundflache.

7

55

, 4

3,

(
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28. Auf einer Landkarte mit dem Maf3stab 1500000 findet man das StadtedreiesteW

(Schwerin Giistrow Wismar) mitSG = 4,5 cm,GW = 3 cm undWS = 2 cm. Berelne
den Flacheninhalt (iQuadratkilometérdes Stadtedreiecks SGW.

29.Gegeben sind im Interval/2; 2p] die Funktionenf:y =sinx und§:y=2sinx.
a) Skizziere in einem gemeinsamen Koordinatensystem die Graphen der Funktionen f
und &.
b) Vergleiche folgende Eigenschaften der Funktionen miteinander: Definitinds
Wertebereich, Nullstelleim gegebenen Intervall, maximale und minimale Funkt
onswaete.

30.Gegeben sind im Intervalg/2; 2p] die Funktionen4f:y =sinx und£:y =sinx + 2
a) Skizziere in einem gemeinsamen Koordinatensystem die Graphen der Funktionen f
und &.
b) Vergleiche folgende Eigenschaften der Funktionen miteinander: Definiiong
Wertebereich, Nullstellen im gegebenen Intervall, maximale und minimaleifunkt
onswerte, Etremstellen.

31.LiesfolgendeEigenschaften der Funktionsgraphen ab und vergleiche sieamitisr.
a) Definitionsbereich  b) Wertebereich  c) Nullstellen im ggebenen Intervall
d) maximale Funktionswerte e) minimale Funkbnswertef) Funktionsgleichung

(1)

7777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777
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32.Wie lautet die Gleichung einer Sinusfunktion mit dem Werteber@ich5 O y O 6, 57?
33.Lege fir die untenstehende Darstellung an deng an der yAchse eigenstandig einen

Mal3stab fest. Gib dann die Gleichung fur die dargestellte Funktion an.
a) b)

\

S

34.Von einer trigonometrischen Funktion sei folgendes bekannt: Der Graph der Funktion
entsteht durch Streckung der Funktion y = sin x mit dem Faktor 1,5 entlangAdasg
und wird um eine halbe Einheit nach unten verschoben.
Gib die Funktionsgleichungiaund skzziere den Graphen der Funktion.

35.Wo steckt der Fehler?

a) cosU =-0,113 b) sinU= 0,914
U, =96,5° U, =0,016°
U, = 276,5° U, = 179,884°

36.L0se die Gleichungen. Gib stets alle Lésungen im Inter@0°f 360°] an.
ay0,5 T cos U = 0,1
by sin U + 7 = 0,914
c)8 T i8ED2
do3 T -6n U
e) 6 cbs U-043 4

0,
U

37.L6se die Gleichungen. Gib stets alle Losungen im Interygl2p] an.
a) sinx+5=54
b)3 T cos x03 = 4 T cos X

38.Lo6se die Gleichungen. Gib stets alle Losungen im Intery@R ] p/2] an.
a2 T tan x = 8
b) 0, &nx=-2,5

3. Exemplarisches
3 9Zueinander aquivalente Winkel haben eine Differenz, die ein ganzzahliges Vielfaches von
360° bzw. D ist.
a) Gibdenzim2 qui val enten Winkel U mit 0A O U O
a = 2652° (1572°:3280°; 476°; 2730°; 578°)
b) Gbden zu x 2quivalentean Winkel x> mit 0 O
x=11/2p (B4 p,;, - 1/ 4 p; -21/4 p)

40. a) Skizziere mithilfe eines Rechners in einem gemeinsamen Koordinatensystera-die Gr
phen der Funktionen
y =sinx undy = sin (2x) und y = sin (0,5x) im Intaih[O; 4p].
b) Beschreibe allgemein fir Funktionen des Typs y = sin(bx) den Einfluss des Parameters
b auf die Sinusfunktion.
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41.Finde wie im Beispiel mdglichst viele Winkel, so dass sich in je einer Zeile identische
Furktionswerte ergeben. Was fallt dirfau

U sin
l. Quad- | II. Quad- | IlI. V.
rant rant Quadrant Quadrant
60° 120° 0,8660
0,5
10°
100°
240°
-0,5
190°
280°
0°
1

42.Nachfolgend ist destark gezeichnetéraphjeweilsdie Sinuskurve.

Legedie Einteilung der Achsen fest.

Lies folgende Eigenschaften aus den Graphen ab: kleinste Periode, die Symmetrie,
Nullstellen und Extremwerte.

Ordne folgende Gleichungen den Graphen zu: A:y =sin X B:y =-sin (2x)

C: y=2sinx D:y=3sin0,%%) E:y=-sin(2x)

43.Erganze folgende Tabelle.

44 Wi e

Furktion

Wertelereich | kleinste Periode

f(x) = 2 sin (3x)

f(x) = 4 sin (2x)

- 2502 4

| autet die Gleichung einer Sinusfunkti

tebereich2 , 5 O y O 6,572
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1.3 Exponential - und Logarithmusfunktionen

Ziele

Sicheres Wissen und Kénnen
Die Schilerinnen und Schiler wisseiass

- derALogarithmugieinen ander e Bezei gponenemgi, fi st ei nen AE

- es Exponentialfunktionen in verschiedenen Darstellungsformen gibt (wértliche Beschre
bung, Wertetabelle, Graph, Funktionsgleichung),

- es typische Beispiele fur das exponentielle Wachstum bzw. fir den Zofalind ke-
nen Prototypen (z.B. Zinseszinsen, Algenwachstum, radioaktiver Zerfall).

Die Schilerinnen und Schillkdnnen

- mithilfe einfacher einpragsamer Zahlenbeispiele die beiden Umkehroperationem des P
tenzierenserklareniz 8 7z ,B = z1%®g = 8

- einfache Exponentialind Logarithmusgleichungen inhaltlich I6sen, die sich nur durch |
Anwendung der verschiedenen Schr gxi=lBwei sen /
log, 8 = x logy 8 = 3 oder X= 8),

- wesentliche Eigeschaften der Funktionen f(x) =nd f(x) = (%) X = 2" stellvertetend

fur Eigenschaften von Exponentialfunktionen beschreiben (Definitionsbereich, Bterteb
reich, Verhalten im Unendlichen, Asymptoten, Anderungsverhalten, esoR ukte),

- verschiedene Darstellungsformen von einfachen Exponentialfunktionen der Form*f(x)= b
ineinander umwandeln (z.BGleichungen und Tabellen in Graphen, Gleichungerain T
bellen, Graphen in wdrtliche Beschreibungen).

Reaktivierbares Wissen uml Kénnen

Die Schilerinnen und Schilerrikeen

- den Zusammenhang: lgf)= r paAl o0 g

- den Befehl zur Berechnung vawgarithmus in inrem Taschenrechner bzw. CAS,
- den Unterschied zwischen Wachstumsd Zerfallsraten bzwFaktoren,

- die Wirkung deii AMdnwsgeenoh dass di & Graphe
f(x) = b, f(x) =7 b*und f(x) =T b'* durch Spiegelung an den Koordinatenachseni-ause
nander hervorgehen.

Die Schilerinnen und Schiler kdnnen:

- aus den Definitionen’s= 1und b= b fOglie entsprdchenden Logarithmengesetze
logy 1 = 0 und logb = 1 herleiten,

- Exponential gl ei cf¥ nog enfi &t eanit t&5telr ParanzeterAla b
und e nach x auflésen, wobei vorrangig inhaltliche Vorstellungen und tGberschautrare Za
len genutzt werden sollten,

- den Zusammenhang: lgd)= r ,aAumd.@sen von Gleichungen anwenden,
- wesentliche Eigenschaften der Funktionen f(x)*saibd f(x) = (1/b)* = b'* (b > 0) anhand
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des typischen Verlaufs ihrer Graphen beschreiben (Definitiogishe Wertebereich, \fe
halten im Unendlichen, Asymptoten, Anderungsverhalten, besondere Punkte) umd mit i
haltlichen Vorstellungen zu Wachstummd Zerfallsprozessen in Verbindung bringen,

bestimmten Sachverhalten Exponentialfunktionen der Form f(>4 £ zZnordnen, diese
als Graphen skizzieren und typische Anwendungsaufgaben l6sen,

exponentielles Wachstum (Zerfall) von anderen Wachstumsprozessen (Abnahmevorga
gen) unterscheiden.

Exemplarisches
Die Schulerinnen und Schuler haben an einpragsamen 8ersprlebtdass

das Logarithmengesetz lpg a A pae )ogcausldengentsprechenden Pagesetz
b @* = p* A © abgeleitet und bei der Lésung bestimmter Logarithmengleichungen ang
wendet werden kann,

die Logarithmusfunktion f(x) = lagx mitb > 0 die Umkehrfunktion der Funktion
f(x) = b* ist und sich aus dieser Tatsache wesentliche Eigenschaften der Logstithmu
funktion ableiten lassen.



18 Exponental- und Logarithmusfunktionen

Aufgaben
Sicheres Wissen und Kénnen

1. Lose durch inhaltliche Uberlegungen. Schreibe das Ergebnis gésittonus.

zB.10= 100 Y %0100 2 = 1 og
a) 2" =8 2= o3=21 d3=1 5=
4 9 125
f) 10 =1000C g) 01* =100
2. Bestimme durch inhaltliche hérlegungen. Schreibe als Potenz.
z.B. 1090 1000 = 3, denn 6= 1000
a) log, 8 b) log,27 c) log,,100 d) Iogzgeg
g —
alag ala
e)lo f) log,, 0,1 lo
) 93882_79 ) 109y 9) 95882753
3. Besti mme jeweils x durch | berl egungen
a) log, 16 =x b) logzx=5 c¢) logy16=4
log, 2 = x log, x = 0,5 logy 27 = 3
l0g10 1000 = x logosx =2 logx 2 =0,5
|ng% . logsx =3 logy 2 =8
logy J2 =x logosXx =-1 logsax =-1
1 logiox =-3 1
log, — =x logk ==-1
02 16 g 5

4. Zwischen welchen natirlichen Zahlen liegen die folgenden Logagiituarte?
a) log 63 b) log; 20 c) logs 30 d) log 27 e) log; 76.

5. Die Funktionf (x) = 2* soll untersucht werden.
a) Gib den Definitionsund Wertekreich der Funktion an.
b) Untersuche f(x) auf Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen.
c) Erganze ftgende Bbelle. Ordnesie nach der Grof3e detWerte.

X 2 -3 0

1
f(x 8 —
) 5

S

d) Skizziere die Funktion mit Hilfe der Tabelle.
e) Wie verhalten sich die Funktionsrie von f(x) firx - @& bzw. x- - ?
Gib die Gleichung der Asymptote des Graphen von f(x) an.

z

u

r
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6. Die Funktion f(x) = é)x soll untersucht werden.

a)
b)
c)
d)

e)

Gib den Definitionsund Wertelreich der Funktion an.

Untersuche f(x) auf Schnittpunktetrden Koordinatenachsen.

Fertige eine Wertetabelle fB O x unO ki&ziera die Funktion mit Hilfe der
Tabelle.

Wie verhalten sich die Funktionsrte von f(x) firx - = bzw. x- - «?

Gib die Gleichung der Asyntpte des Graphen von f(x) an.

Vergleiche den Verlauf des Graphen mit dem Graphen der Funktion f{x) = 2

7. Gib die Gleichung einer Funkticaan, die folgende Eigenschatft hat.

a)
b)
c)

Wird der x-Wert um eins erhdht, so verdreifacht sich d&vert
Wird der x-Wertum eins vermindert, so drittelt sich devWert
Wird der x-Wert um eins erhoht, so drittelt sich devwert.

8. Finde eine verbale Beschreibung fur folgende Zuordnungen.

a)

b)

X 2 1 0 1 2 3

) 4 2 1 1 1 1

2 8

X 2 1 0 1 2 3

f(x) 1 1 1 3 9 27
9 3

Reaktivierbares Wissen und Koénnen

9. Erforsche die Eigenschaften der Funktionen f(x) = 0,m8d f (x) = aeéc-)

a)

b)

c)
d)

340"
Konzentriere dich auf aejeweiligen Definitionsund Wertebereich, die Schnittgun
te mit den Koorthatenachsen und das Verhalten der Funktionswertexfira bzw.
X- - K

Vergleiche die Graphen beider Funktionen.

Zum Darstellen beider Graphé&annst du ein CAS benutzen.

Wie verandern sich jeweils die-Werte, wenn die x Werte um eins erhdht ween?
Findest du Beispiele fur Vorgange, die mit diesen oder ahnlichen Funktienen b
schrieben werden kénnen?

10. Skizziere die Graphen der Funktione(x} = 2°; fa(x) =- 2%; f3(x) = 2* und f{,(x) = Zix

11.Welche der Funktionef(x) =al* b> 0 geht durch die Punkte@® |3) und
P,(1]1,5)?
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12.Die Darstellung zeigt die Graphen der Funktion f(x)‘w2d dreier weiterer Funkinen,
die alle durch Spiegelung an den Koordinatenachsen aus dem Graphen von* f(&) = 2
vorgegangen sind. Finde die Funktionsterme der jeweiligen Funktionen.

A
\ ¥
\
LY 4
\
\
LY 3
\
\
N\ 2
N
.
b
-~
i
- -
0 T o e X
e o T T L ST
5 4 .ﬁ--u-_e__._ R o 1 B 5 4
-~ e
q..- -
b .-'
T
R
~
S
~
*\
-2 LY
\
*
LY
A
%
a4 A
A
Y
!
\
e \
'
i
'
\
5 ]
]

13.Finde die exponentiellen Zuordnungen aus allen gegebenen Zuordnungen heraus.
a) b)

v

c) Wenn der XWert um eins erhdht wird, vermeht
sich der yWert um 2.

d) Eine Bakterienkultur verdoppelt ihren Bestand
alle 30 min.

e) Die Anzahl der Teilchen verringert sich jeden Monat um didtelal

X -2 -1 0 1 2 3

f(x) 4 1 0 1 4 9
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1
f(x)=
9)f (x) =
h)
X -2 -1 0 1 2 3
w |+ | 2 | 1|t [ i1
i) )
2]
2
1
1] 3
1 0 1 2 3
2 1 o 1 2 3 a

14.Erganze!
ayl ch habe von meimmerundegasiebd €ner Bank aneAmdEnde

desest en Jahres habe ich 1030 04 auf dem Kor
Y% Jahreszinsen.

b) Die Bank garantiert mir fir die folgenden 4 Jahre einen stabilen Zinssatz%pn 4
wenn ich das Geld fest anlege. Ich kann mein Guthaben am Ende des 4. Jahres nach

der Formel berechnen.

c) Von meiner Tante bekomme ich jeden Monat
Hause auf und habe nach einem Jahr
Geld ich nach drei Jahren habe, werinde Formel bérau

15.0ma Sparstrumpf schenkt i hrem Enkel Kar | Z
schenkt sie ihm doppelt so viel Geld wie im Vorjahr.
a) Wie viel Geld bekommt Karl zu seinem 18. Geburtstag? Gib eine Gleichungzur B

rechnumg an.

b) Wie viel Geld hat er insgesamt von Oma Sparstrumpf bis zu seinem 18. Geburtstag
bekommen?

c) Oma Herzlich schenkt Kar/l von der Geburt

Wie viel Geld hat er von Oma Herzlich insgesamt bekommen?

16.Pro Stunde scheidder Koérper 2046 des Wirkstoffes eines bestimmten Medikamentes
aus. Nach welcher Zeit ist nur noch die Halfte des Wirkstoffes impéd¢@
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17.Kreuze an, ob die Aussagen wahr oder falsch sind.

Aussage wahr falsch

Exponentielles Wachstum ist stets starkerialeares
Wachstum.

a’=1 firalleal R

Es gibt prozentuale Wastumsvorgange, die exponentig
beschrieben werden kénnen.
Die Funktion f(x) = 3 hat eine Nullstelle.

¥

Es handelt sich um de
Graphen einer Exp 2

nentialfunktion. 1

T T
-3 -2 -1 0 1 2

ATom bekokonai e asac mermg e |
Der Betrag des Taschengeldes wachsalin

Die Funktionf (x) =0,5* beschreibtine exponentielle
Zunahme.

AFrau Wuchtig hat bei e&i
nommeni

Die Abnahme ist exponentiell.

Ein Kilogramm eines radioaktiven Elements zerfath e

ponentiell.
i_élgx _3-X
3 §+

a=a furalleai R

Alle Exponentalfunktionen der Form y =*tverlaufen
durch den Punkt P (0 | 1)

Eine Exponentialfunkon der Form y =b; b> 0 verlauft
nie im 3. Quadranten.

Exemplarisches

18.Berechne unter Verwendung von Logarithmesggzen.
a) logs 62,5 + log 2
b) logs 25° + log, 64° 1 logs 27* + log, 2 + logs 1
C) |Oglo4 + |Ogm 25171 |ng 168
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19.Berechne unter Verwendung von Logarithmentgse
a) log, 4" + log, (16 A64)
b) logio 100G’ 1 log, 64 + log (3 A81)
c) logs (32A %9
d) logio 100°* + logs 125 i log, 128
e) log, (4 A32)%°
f) log /8

20.Vertauscht man bei einer Funktion f(x) dieund yWerte, so entsteht eine neue Ao
nung, die Umkehrfunktiori(x) genannt wird. Der Graph voi(x) ergibt sich dadurch
als Spiegelung des Graphen von f(x) an deaery = X.
z.B. f(x) =+/x +1
Definitionsbereich von f(x)xI R; x2 -1
Wertebereich von f(x)yl R; y20

Wertetabelle von f(x)

X -1 3 8 15 24
fx) | 0 | 2 3 4 5 2 ’,’
4 ’ //
Wertetabelle vorf (x) ’,’
X O 2 3 4 5 }1 // .
2 !,
foo| 1| 3 | 8 | 15 | 24 ;
Py
)
y=Vx + ¥ t x f(x)=x*-1 3 / ,a” T R
Definitionsbereich vorf (x): xi R; x2 0 e

Wertebereich vorf (x): yi R; y2 -1

a) Fertige eine Wertetabelle fir die Funktib(x) = 2* fiir - 3¢ x ¢ 3an und bestimme
den Definitions und Wertebereich.

b) Fertige eine Tabelle fir die Umkehrfunkticﬁﬂx) an und bestimme den Definitions
und Wertebereich.

c) Zeichne beide Funktionen in ein und dasselbe KoordinatensyZechne auch die
Spiegelachse ein.

d) Kannst du einen Funktigterm vonf(x) angeben?

21.Herr Pille nimmt seit dem B. taglich um 8.00 Uhr 2 mg des Wirkstoffs eines Maslik
mentes ein. 20 % werden innerhalb von 24 Stunden ausgeschieden.
a) Betrachtet wird der Wirkstoffgehalt im Korper unmittelbar nach der Einnahme des
Medikamentes.
b) Was passiert, wenn Herr Pille das Medikament Uber einen langen Zeitraumre{?
Nutze zur Lésung ein CAS
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22.Welche der Funktionen ist die Umkehrfunktion von f(Bgygrinde!

1

5]

[
4_

Funktion 1 :

7
-
e
.-
e

_.-" Funktion 2
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1.4 Korperdarstellungen und Korperberechnungen

Ziele

Sicheres Wissen und Kénnen

Die Schilerinnen und Schiler wissen, dass

es verschiedene Moglichkeiten gibt, Korper in der Ebene darzustellen,

man Korper entsprechend ihrer Eigenschaften in Gmugmteilen kann,

Pyramiden und Kreiskegel Korper mit einer Spitze sind,

Korper in Teilkdrper zerlegbar und Kérper aus Teilkérpern zusammensetzbar sind,
Volumen, Mantelund Oberflache der Grundkdrper nach Formeln berechenbar sind,
die Hohe das Lot von d®eckflache bzw. Spitze zur Grundflache ist.

Die Schiilerinnen und Schiler kbnnen

(geradeKegel,(geradePyramiden, Kugeliigerade)Zylinder, (geradePrismen Quader
und Wurfelvoneinander untscheiden,

die Form realer Gegenstande dudebsemathemaschen Korperbeschreiben
sich einfache Korper auf Grund der zeichnerischen Darstellung vorstellen,
zwischen Volumen, MantelGrund und Oberflache unterscheiden,

Kdrper beschreiben, indem sie diese in Teilkorper zerlegen,

Prismen und Pyramiden als Sayipdld darstellen und aus entsprechenden Darsggiu
Mafl3e entnehmen,

Mantel, Grund und Oberflache sicher unterscheiden,

Grundmerkmale wie Kantenlange, Hohe eines Koérpers, Grundflache, Radius der&rundfl
che sicher erkennen.

Reaktivierbares Wissen und Kdnnen

Die Schilerinnen und Schiler wissen,

dassn einemSchragbildoei einerKavalierperspektivérontlinien in wérer Lange und
Tiefenlinien um die Halfte verkirzt und im Winkel von 45° dargestelttene,

wie die Bilderbei einersenkrechten Paralleigektion (Zweitafelbild) entstehen,
dass Kegel, Zylinder und Kugeln Rotationskoérper sind,

welche Rotationskdrper durch Drehung von Strecken bzw. Flachen um vorgegehene Ac
sen entstehen,

dass das Volumen von Prismen und Zylimdeit der Formel V = 4 Ch und von Pya-

miden und kegeln mit V =% AgCh berechnet werden kann.
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Die Schiilerinnen und Schiler kbnnen
- Front und Tiefenlinien eines Korpers unterscheiden,

- zugehorige Formeln zur VolumeMantel und Oberflachenberechnung viiegel, B/-
ramide und Kugel in Nachschlagewerken finden und die Formeln zur Berechnumg benu
zen,

- Prismen und Pyramiden in senkrechter Zweitafelprojektion skizzieren und augentspr
chenden Darstellungen MalRe entnehmen,

- durch Verwendung bekannter Formeln desmangegangenen Unterrichts geeignete Linien
und Flachen an Koérpern berechnen,

- zusammengesetzte Korper in zur Berechnung geeignete Teilkdrper zerlegen baw. erga
zen,

- einfache zusammengesetzte Korper darstellerntundolumen undhre Oberflache b-
rechnen.

Exemplarisches
Die Schulerinnen und Schuler haben an einpragsamen Beispielen erlebt, dass
- man gerade und schiefe Prismen, Zylinder, Pyramiden und Kegel unterscheidet,

- es auch andere Arten von Schragbildern gibt und wie sich die Festlegung von Verku
zurgsverhaltnis und Verzerrungswinkel auf das Aussehen der Darstellung auswirkt,

- eine Darstellungsart in eine andere ubertragen werden kann,

- Berechnungen in beliebigen geometrischen Kdrpesibesonder an Pyramiden und-K
gelstumpferausfuhrbar sind, indem maie geschickt in Teilkorper zerldogw. zu Ka-
pern erganzt

- man mit denSatz des CavaliedasVolumenvon schiefen Kérpern berechnen und die
Formel fur das Volumen einer Kugel herleiten kann,
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Aufgaben

Sicheres Wissen und Kénnen

1.

Nenne Beispiele fiGegenstandaleren Fornman in der Mathematik als Prisma, &yr
mide, Kegel, Zlinder oder Kugel bezeichnet.

. NenneGegenstandmit kreisformiger Grundflache.

Skizziere Gegenstande im Schragbild und zerlege sie in geeignete Teilkorper.
z. B.: Reagenzglas,|@stift, Nagel, Sektglas.

Fotografiere Beispiele fur Koérper, die man in der Mathematik als Prisma, Pyramide,
Kegel oder Kugel bezeichnet bzw., die aus diesen Grundkorpern zusammengesetzt sind
und zeichne den mathematischen Korper in geeigneter Damgtein.

Ein A4-Blatt kann auf zwei verschiedene Arten zu einem Zylinder zusammengerollt
werden. Berechne fur beide Mdglichkeiten das Volumen und die Mantelflachet-der en
standenen Korper. Welcher Zylinder hatte eine groRere Oberflache, wenn die @wind
Deckflache mit einbezogen wiirden?

Aus welchen mathematischen Korpern besteht ein angespitatiarBleistift?
Bestimme jeweils Kantenlange bzw. Radius der Grundflache und die Hohe rper Ko

Beschreibe die Korper, die bei Rotation der dargesteHachen um die jeweiligen
Rotationsachsen entstehen. Gib Radien und H6hen der Kdrper an.
a) b)

C C

. Beschreibe die Korper, die bei Rotation der dargestellten Flachen um die jeweiligen

Rotationsachsen entstehen. Gib Radien und HdaeKdorper an.

C C i C B

TN ™~ I
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Reaktivierbares Wissen und Kénnen

9. Gegeben ist ein Dreieck ABC mit a =@, b = 6cm und ¢ = &m.
Dieses Dreieck wird um die Seite b um 360° gedreht.
a) Konstruiere das Dreieck.
b) Skizziere und beschreibe den entstehenden Rotationskorper.
c) Berechne das Volumen des Kdorpers

10. Ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite a = 4 cm wird um die Symmetrieachse gedreht
Berechne Oberflache und Volumen des Drehkorpers.

11.Beschreibe die Korper, deren \olen mit folgenden Formeln berechnet wird.

a)V:%aZC"h b)V:%deCh c)V:%p@Ch d)V = ach ch

e)V:%aCb('ih f)V:%a('beh 9)V = &h h)V:%aCbC"h

12.Wie viele Sektglaser mit einer Hohe von 15 cm und einem oberen Durchmessearmwon 7
kann man mitiner Sektflasche fullen (Inhalt 1 Liter), wenn alle Glaser mwslnter de
Rand gefillt werden?

13.Vergleiche das Volumen der grof3en Pyramide (quadratische Grundflache) mit dem
Gesamtvolumen der vier kleinen Pyramiden.

14. Zur Bestimmung des Volumens kleiner, gleichgrof3er Kugeln werden 1500 in einen mit
Wasser geflllten Messzylinder (Durchmesser 12 cm) gegeben, so das sie vollstandig mit
Wasser bedeckt sind. Der Wasserstand steigt durch das Einfillen d#n King6,2 cm.
Berechne den Radius einer Kugel.

15.Ein Wurfel habe die Kantenlange a 8. Stelle den Wirfel im Schragbild dar. Venmbi
de die Mittelpunkte der Seitenflachen. Es entsteht eine Doppelpyramide. Berectne Vol
men und Oberflache der Doppelpyiiae
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16.Bestimme Hohe und Umfang eines Reagenzglases. Aus welchen Teilkbrpermist es z
sammengesetzt? Bestimmas Fassungsvermogen des Glases.
Wie hoch steht eine Flussigkeit, wenn 20 ml in ein leeres Reagenzglas égossen
werden?

Exemplarisches

17.1m Koordinatensystem ist eine Streck® durch folgendé&oordinaten gegeben
(1)A(410);B(O[3) (2)A(0]5);B(6]-3)
Diese Strecke dreht sich um die A&chse bzwum diex - Achse.
a) Fertigejeweilseine Skizze an.
b) Berechngeweils dasvolumen und de Oberflacha@inhaltder Rotatonskdrper

18.Die dick umrandete Flache rotiert um die
vertikaleAchse.
Berechne Volumen und Oberflactiehalt
des Rotationskorpers. Ti

[

S

e saem —

19.Gegeben sind zweiseitige Pyramiden mit rechteckiger Grfiadhe mit den Seitentéa
gen a =5m, b = 6cm und der H6he h =@m.
Die Pyramide 1 ist eine gerade Pyramide.

Bei derPyramide diegt derenSpitze tber dem Mittelpunkt deriS= AB.

a) Konstruiere beide Pyramiden in Kavalierperspektive.

b) Konstruiere die Schnittflachen bei waagerechtem Schnittim Biohe Gber der
Grundflache. Berechne die Grof3en der Schnittflachen.

c) Berechne Volumen und Oberflache der Pyramiden. Vergleiche sie miteinander.

20.Gegeben ist ein Wirfel mit der Kantenlange a.
(1) Ein Zylinder gleicher Hohemschliel3t den Wrfel.
(2) Eine Kugel wird so um den Wirfel gelegt, dass seine Ecken berthrt werden.
In welchem Verhaltnis stehen jeweile Voluminabzw. die Oberflachen
der Koérper?

21.Gegeben sind die linearenrktionen f(x) = 1,5 x und h(x) = 2x + 3.
Beschreibe diegveils entstehenden Kérper. Berechne das Volumen.
a) Der Graph der Funktionen rotiert im IntervalfOx ¢ 5 um die xAchse.
b) Der Graph der Funktionen rotién Intervall 2¢ x ¢ 6 um die xAchse.
c) Der Graph der Funktionen rotiert im IntervalfOx ¢ 3 um die yAchse.
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Stochastik

1.5 Stochastik

Vorkenntnisse bis zur Klasse 9

Sicheres Wssen und Konnen

Die Schiilerinnen und Schiler kbnnen

eine Prozessanalyse zufalliger Vorgange vornehmen,

Wahrscheinlichkeiteals Grad der Erwartung, Grad der Sicherheit und als Prognose zu
erwartender absoluter Haufigkeiten interpretieren,

Wahrscheinlichkeen aus relativen Haufigkeiten naherungsweise bestimmen,
Wahrscheinlichkeiten durdBriiche,Chancenverhaltnisse und in Prozent angeben,
Wahrscheinlichkeitebei einfachen LaplaeExperimenten berechnen,

Datensatze mit gegebenen KenngrofRen (Mittelwert@ni@peite, Varianz und Sta
dardabweichung) und gegebene Darstellungen interpretieren,

Uber Vor und Nachteile unterschiedlicher Darstellungsweisen reflektieren,

die Grenzen oder Fehler gegebener Darstellungen oder empirischer Erhebungen oder
Stichprobenzietingen erkennen,

Baumdiagramme flir-2is 3-stufige Vorgange zeichnen,

Pfadregeln zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten zusammengesetzter Ergebnisse 2
bis 3-stufiger Vorgange anwenden.

Reaktivierbares Wissen und Konnen

Die Schilerinnen und Schiler kdme

Mittelwerte (arithmetisches Mittel, Median, Modalwert), Spannweite, Varianz umd Sta
dardabweichung einer gegebenen Haufigkeitsverteilung berechnen und damit in sinnvoller
Weise Fragen beantworten,

statistische Erhebungen planen, Methoden der ErfassuhDarstellung von Daten (64
len- und Kreisdiagramme) nutzen und Darstellungen kritisch bewerten sowie isre Au
wabhl begriinden,

das Gegenereignis und seine Wahrscheinlichkeit ermitteln,

Wabhrscheinlichkeiten von Ereignissen durch Summation der Wahrschkeiten der
Ergebnisse, die das Ereignis bilden, berechnen,

Wahrscheinlichkeiten von Ergebnissen und Ereignissen mehrstufiger Vorgangednit Pfa
regeln berechnen,

Anzahlen mit der Produktregel berechnen,

eine Zufallsgrél3e als Zuordnung von Merkmalen zu Erigslen oder Ereignissen eines
Vorganges entwickeln oder diskrete Zufallsgrof3en giinstig auswéhlen,

diskreten Zufallsgrof3en eine Wahrscheinlichkeitsverteilung zuordnen,

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung diskreter Zufallsgrof3en in Tabellen und Straifendi
granmen darstellen,
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i den Erwartungswert der Wahrscheinlichkeitsverteilung einer diskreten ZufallsgréR3e b
rechnen und deuten,

i eine Wahrscheinlichkeitsverteilung im Sachkontext begriindet und adaquat zur &todelli
rung einsetzen.

Exemplarisches Wissen und Konnen

Die Schilerinnemind Schiler haben an einpragsamen Beispielen folgende Einsichtem-gewo
nen:

i Eine ARepr2sentative Stichprobefi spiegelt
wieder.

i Die Art der Planung von Studien beeinflusst maf3geblich die Qualit&taten und die
daraus moglichen Schlussfolgerungen.

i Eine weitere Mdglichkeit der Datenaufbereitung besteht darin, Methoden der explorativen
Datenanalyse zu nutzen, die ohne aufwandige Rechnungen auskommt (Aufschreiben der
Daten nach der GroR3e sortiert,xé@hlen von Zentralwert, Spannweite, Vierteldifferenz,
Darstellung im Boxplot). Diese Methode bietet Vorteile besonders dann, wenn schiefe
Verteilungen vorliegen.

T Wird eine Wahrscheinlichkeitsverteilung in einem Streifendiagramm dargestelé; so b
tragt dieSumme der Flachen aller Streifen 1.

i Zwischen der Haufigkeitsverteilung einer realen Stichprobe und der Wahrscheingichkeit
verteilung einer entsprechenden Zufallsgrof3e bestehen Zusammenhénge.

i Zwischen dem Erwartungswert einer Zufallsgréf3e und dem ariguhen Mittel bes-
hen Zusammenhéange.

i Wahrscheinlichkeitsverteilungen von Zufallsgré3en kénnen in Analogie zu Haudigkeit
verteilungen durch den Erwartungswert, die Varianz und die Standardabweichurkg chara
terisiert werden.

Ziele fur die Klasse 10

1. Wissen und Kénnen in der Anwendung der Binomialverteilung zur Mdde
lierung zufalliger Vorgange

Sicheres Wissen und Kénnen

Die Schilerinnen und Schilleissen, dass

- es bei der Untersuchung von zufalligen Vorgédngen sinnvoll sein kanrglichzines
Merkmals nur ds Eintreten oder Nichteintreten zu betrachten, dass manrdestdti des
Ereignisses als AErfolgid oder AToderflrher i, se
ferwahrscheinlichkeitd u-Bxberichentenenbtht er suchung

- die mehrfache Waderholung eines Bernoulixperimentes, bei der sich die Erfolgswah
scheinlichkeit nicht andert, BernouKiette heil3t,

- eine BernoulliKette ein Modell fiir reale Vorgange ist, das oft nur unteeiméachenden
Annahmen oder bestimmten Bedingungen vengemerden kann,

- eine Binomialverteilung aus einem Baumdiagramm hergeleitet werden kann, dass der A
zahl der Erfolge (Treffer) k die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten P(k) zuordnet sind
und die Verteilung durch die Parameter n undndeutig bestimmt ist
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- sich die Erfolgswahrscheinlichkeit p einer Bernoilétte unter bestimmten Annahmen als
LaplaceWahrscheinlichkeiten ergibt oder aus den relativen Haufigkeiten der Ergebnisse
bei mehrfachen Wiederholungen des Vorgangsteelt wird,

- sie die Erfolgarahrscheinlichkeit p fur einen Erfolg bei einem Berneulirgang und die
Wabhrscheinlichkeit P(k) fur genau k Erfolge bei einer Bernddglite der Lange n unte
scheiden mussen.

Die Schiilerinnen und Schiler kbnnen

- den Erwartungswert einer Binomialverteityf= n Ap berechnen, i-deut en
agramm kennzeichnen,

- Eigenschaften des Erwartungswertes im Zusammenhang mit der Vertesiamgdiben

Reaktivierbares Wissen und Koénnen

Die Schulerinnen und Schulevissen, dass
- es fur BernoulkKetten der Ldnge genau n + 1 Mdglichkeiten fur die Anzahl der Erfolge
k gibt
Die Schulerinnen und Schuler kbnnen
- Binomialkoeffizienten berechnen,
- Streifendiagramme fir Binomialverteilungen kleiner L&ngen zeichnen und geeigrete Ski
zen fur n > 10 anfertigen
- mithilfe von Baumdiagrammen, Formeln, Tabellen und/oder CAS folgende Walmschei
lichkeiten ermitteln, wenn p und n gegeben sind:
1 Wahrscheinlichkeiten fir genau k Erfolge,
1 Wahrscheinlichkeiten fur weniger als, mehr als, mindestens oder hochstens k E
folge,
1 Wabhrscheinlichkeiten fir mindestens einen Erfolg,
- die Mindestlange einer Kette flir mindestens einen Erfolg berechnen, wenn p ured P geg
ben sind
- den Stichprobenumfang bestimmen, damit mindestens (hdchstens) k Enftigeej
wenn p und P gegeben sind

Exemplarisches
Die Schiler haben an einpragsamen Beispielen folgende Einsichten gewonnen:

- Bei wachsender Erfolgswahrscheinlichkeit p und konstantem n gelten folgenae-Zusa
menhange:

I Der Erwartungswert E liegt in der Nahe der Anzahl mit der gréf3ten Wahrscheinlic
keit wheadr tAiwavon | i nks nach rechts.

91 Die Verteilungen bleiben gleich breit und die Ho6he andert sich wenig.
- Bei wachsendem n und konstanter Erfolgswahrscheinlichkeit p gelten folgendeeGese
1 Der Erwartungswert liegt in der Nahe der Anzahl mit deRtg Wahrscheinliikeit.

91 Die Verteilungen werden immer breiter und flacher bei gleicher Skalierung der k
Achse.

f Die Ka@stchen in den Streifendiagremmen Av
schlossenen Glockenkurve. Diese Glockenkurve, die ihren hochst&tidaswert in
der Nahe des Erwartungswertes besitzt, kann fur Skizzen vorteilhaft genutehwe

- Die Streuung einer Binomialverteilung kennz
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Hinweise:

- Es gibt unterschiedliche Schreibweisen fur die Werte einer Badoetteilung bzw. einer
summierten Binomialverteilung (z. B. B(n, p; Kh,&K), Fn(K)). Es sollte in der Regel die
Schreibweise P(k) und bei Bedarf mit Angabe der entsprechenden Parameter verwendet
werden. Fir konkrete Werte sollte z. B. P(k = 3) gesblken und bei summierten Wah
scheinlichkeiten Ungleichungen oder wortliche Formulierungen angegeben werden (z. B.
P(k < 3), P(mehr als 5 Erfolge).

- Die Binomialverteilung ist eine diskrete Verteilung, so dass als grafische Darstellung ein
Streckendiagramrader ein Streifendiagramm, bei dem sich die Streifen nicht berihren
gezeichnet werden miusste. Es wird aber meist ein Histogramm gewabhlt (die Seeifen b
rahren sichwasnur fur stetige ZufallsgrofR3en erlaubf), was mit Blick auf das Skizzieren
von Binomalverteilungen fur die Veranschaulichung von Wahrscheinlichkeiten &ls Fl
chen simvoll ist.

- Mit dem Voyage 200 konnen Werte fur summierte Wahrscheinlichkeiten einer Blnomia
verteilung mit dem Befehl biniwkt(n,p,von,bis) (in engl.: binomcdf(n,p,low,updhtee-
rechnet werden, womit sich der Aufwand fur das Losen vielen Aufgaben wesentlich ve
ringert. Einzelwahrscheinlichkeiten erh?lt
Werte eingegeben werden bzw. mit dem Befehl binewkt(n,p,k) (in eéngimpdf(np,k)).
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Aufgaben

1. Die folgenden Vorgénge sollen in einem BernelMkperiment untersucht werden. Gib
ein Merkmal an, das dazu betrachtet werden kdnnte. Nenne ein Ereignis, dasstenEi
als AErfolgi in dem Experiment angesehen we
a) Entwicklung der Fernsehggvohnheiten von Rentnern am Nachmittag
b) Haltung von Wahlern zu einem Wahlergebnis
c) Wetterverlauf an einem Tag an einem Ort
d) Keimen von Blumensamen einer Sorte

2. Folgende Vorgange sollen als BernoMbrgang betrachtet werden. Formuliere eitx en
sorechendes Ereignis, das als AErfolgid ange
Wahrscheinlibkeit.

a) Ein Glucksrad aus 8 gleich grofRen Sektoren mit den Zahlen von 1 bis 8 wird gedreht.
b) Eine Firma stellt Hosen her. Bei der Untersuchung der Qualitat denldtsite man
Uber einen langeren Zeitraum fest, dass mit einer Wahrscheinlichkeit von 80 % die
Hosen erste Wahl und mit einer Wahrscheinlichkeit von 14 % die Hosen zweite Wahl
waren. Die restlichen Hosen warensachuss.
c) Bei der Herstellung von Fahrradeximer Markenfirma traten bei Qualitatskontrollen
vor der Auslieferung folgende Fehler mit den genanntenrS¢abkinlichkeiten auf.
Rahmen, Lenker, $&l | Bremsen| Gangschaltung, Tretjer | Reifen| Elektrik
0,025 0,02 0,025 0,005 | 0,005

3. Unter welchen Bedinqugen kénnen die folgenden Wiederholungen zufalligenginge

mit den dabei betrachteten Ereignissen als BernKelien angesehen werden? Gib in

diesem Fall die notwendigen Bedingungen und die Lange dtz &e.

a) Es wird 56mal mit einem Wirfel gewurfelind erfasst, ob die Augenzahl grofer als 2
ist.

b) Es werden die Computergewohnheiten von 50 Kindern untersucht. Sie wefiden, g
ob sie langer als 2 Stunden pro Tag am Computer spielen.

c) Es werden 50 Sonnenblumenkerne ausgesat. Bei der Ernte wird gerobssien,
Sonnenblumen groRRer als 2 m geworden sind.

4. Beschreibe einen Sachverhalt, der mit einer Bern&eiie der Lange 3 und der Erfslg
wahrscheinlichkeit p = 0,95 beschrieben werden kann. Suche interessante Aufgabenste
lungen zu diesem Sachverhalt.

5. Eine Gartnerei vertritt die Meinung, dass sich aus einer Tute mit ihren Tulpenzwiebeln
erfahrungsgemal’ 50 % gelbe, 25 % rote, 20 % lila und 5 % weil3e Tulpen entwickeln. Die
Tulpenzwiebeln sind hinsichtlich der Farbe der Tulpen nicht unterscheidbar. Fir einen
Kunden ist es ein AErfolgfi, wenn sich aus ¢
Tulpe entwickelt. In einen Topf pflanzt er 3 Abeln.

a) Bestimme die Erfolgswahrscheinlichkeit p des Experimentes sowie die Lange der
Bernoull-Kette.

b) Berechne die Wahrselmlichkeit daflr, dass sich in dem Topf aus keiner, aus genau
einer, aus 2 Zwiebeln bzw. aus allen 3 Zwiebeln gelbe Tulp@nakeln.

c) Zeichne ein Streifendiagramm fiir die Binomialverteilung.
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6. Zeige und begriinde, wie die Erfolgswahrscheinlichkeit pdigeihde BernouliVor-

gange berechnet wird.

a) Beieinem Glicksrad ist ein Sektor von 72° schraffiert. Genau dann, wenn der ang
brachte Pfeil nach dem Stillstand des Rads auf diesen schraffierten Sektor zeigt, erhalt
der Spieler einen Punkt.

b) Im vergangenen ba lieferte eine Naherei Gardinen in folgenden Gisslda an einen

GrofRhandler:
Guteklasse fehlerfrei | kleine Fehlern Ausschuss
Anzahl der Gardinen im letzten Jg 9500 450 50
Mit welcher Wahrscheinlichkeit kann man davon ausgehen, dass die von @eeiN&h
geliefat en Gardinen in die Klasse Afehlerfrei
c) Ein idealer Wgrfel wird viermal geavor f en.
hen.

7. Bestimme bei folgenden Aufgaben die Erfolgswahrscheinlichkeit p und die Lange der

Bernoulliketten. Beschreibe dann die gesuchte Wahrscheinlichkeit in der Fegtk)B

ohne sie zu berechnen.

a) Bei einem Glucksrad ist ein Sektor von 72° schraffiert. Genau dann, wenn der ang
brachte Pfeil nach dem Stillstand des Rads auf diesen schraffierten Sekiarhéigt
der Spieler einen Punkt. Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Spieler bei
zehnmaligem Drehen des Rades 5 Punittale

b) In den vergangenen Jahren konnte man davon ausgehen, dass 60 % der vom Rinde
zlichter Reuter gelieferten Mastbullerdie Schlachtwertklasse A einzustufen sind.
Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeiéfdr, dass unter den nachsten zwdlf Bullen, die
Reuter liefern wird, genau 9 der Schlagértklasse A zuzuordnen sind?

c) Eine Firma produziert 200er Packungen Leuchtdioden,adi# & defekte Leuchtoli
den enthalten. Gib die Wahrscheinlichkeit an, dass sich in einer Packung gerau 2 d
fekte Dioden befinden.

d) Ein idealer Wurfel wird viermal geworfen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit fallt die
Augenzahl A6
(1) genau zweimal (2) gena dreimal  (3) gar nicht

8. Berechne folgende Ausdrticke!
a)3  b)2! c) 23! d) 0! e)2+3 1 %

9. Ein BernoulliExperiment mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p = 40 % wird zwdlfmal
durchgefihrt.

a) Bestimme den E Binomialverteilung n = 12 p = 0,4
wartungswert.
b) Kenrzeichne den 0,25
Erwartungswert in 0,2
der Wahrscheinlig- 0,15
keitsvertélung. 0,1
c) Beschreibe Eige 0,05
schaften des Erwa 0 — =

tungswertes der \fe 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

teilung. Anzahl der Erfolge
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10.Untersuche am Beispiel des Schiel3ens auf eine Torwand die Eigenschaften des Erwa
tungswertes einer Binomialvertieng, indemdu folgende Fragen beantwortest.
a) Ist der Erwartungswert eine Wahrscheinlichkeit?
b) Ist der Erwartungswert immer eine Anzahl?
c) Ist der Erwartungswert immer der wabheinlichste Wert?
d) Welche statistische Kenngrof3e wird mit einem Erwartungswert vorausgesagt, we
das BernouliExperiment sehr oft durchgefuhrt wird?

11.Vergleiche den Erwartungswert einer Binomialverteilung
a) mit der Haufigkeitsinterpretion einer Wahrscheinlichkeitsangabe
b) mit dem arithnatischen Mittel einer Haufigkeitsverteilung.

12.Welche Aussagenedten fur eine BernouHKette der Lange n? Berichtige falsche Aaiss
gen.
a) Essind 0; 1; 2; ... oder n Erfolge moglich.
b) Es sind niemals mehr als n Erfolge ghéh.
c) Es gibt n Mdglichkeiten fur die Anzahl der Erfolge.
d) Es gibt stets mehrere Pfade, die zu geziaem Erfolg flhren.
e) Es gibt stets n Pfade, die zu n Erfolgen fuhren.
f) Es gibt nur einen Pfad, der zu Null Erfolgen fuhrt.

13.Berechndolgende Binomialkoeffizienten.

§e5 b§e6 287 di? ge;o fi}o
a c e
)@ )% )Eﬂ )% )@ )%
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

14.Zeige mithilfe der Definition des Binomialkfiizienten, dass Folgendes gilt.

an an an an an
a)e =1 b)e = a =N C)lae =@
& 2T T" Ok TR

15. Auf einem Markt werden Sets mit 4 verpackten Kaffeetassen billig verkauft, aber darauf
hingewiesen, dass 25 % der Tassen kleine Fehler aufweisen. Frau Hinz kauft ein Set

a) Wie viele fehlerhafte Tassen kann Frau Hinz in ihrem Set erwarten?

b) Ermittle die Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass Frau Hinz beim Offnen der Verpackung
keine, gnau eine, genau 2, genau 3 bzw. genau 4 fehlerhafte Tassen findet! Nutze ein
Baumdiagramm.

c) Stele die Binomialverteilung in einem Streifendiagramm dar und kennzeichne den
Erwartungswert.

16.Bei einem Wettbewerb im Ballzielwerfen trifft Peter mit einer Wahrscheinlichkeit von
70 %, mit einer Wahrscheinlichkeit von 30 % wirft er daneben.
a) Bestimme diaVahrscheinlichkeit dafir, dass Peter bei 10 Wrfen
(1) genau 5 (2) hochsten 3 (3) mindestens 4 (4) 5 odental nicht trifft.
b) Wie oft muss Peter mindestens werfen, damit die Wahrscheinlichkeit daflr, dass er
wenigstens einmal trifft, minde=ns 0,95 betragt?

17.Die Keimgarantie fur ihre Tulpenzwiebeln beziffert eine Gartnerei auf 95 %. Jemand
kauft dort einen Topf mit 5 Zwiebeln. Mit welcher Wahrscheinlichkeit keimen folgende
Anzahlen? Veranschauliche an einem i&raliagramm.
a) alle  b) kene ¢) mindestens eine d) mehr als 4 e) weniger als 3
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18.Bei einem Mathematik Test sollen 8 Fragen im MultipleéhoiceFormat beantwibet
werden, wobei jeweils eine von 4 vorgegebenen Antworten richtig ist. Berechne die
Wahrscheinlichkeit daftir, dassmdurch das Raten folgende Anzahl von Fragen richtig
beantwortet wird und diskutiere, unter welchen Bedingungen sich so ein Testsals Lei
tungskontrolle eignen kénnte.
a) alle b) keine ¢) mindestens eine d) mehr als 5e) mindestens 7

19.Der Nahverkehr kenrtas Fahrscheinverhalten der Fahrgéaste:

- 35% besitzen einen Einzelfahrschein (E)

- 60% konnen eine Zeitkarte vorzeigen (Z)

- 5% sind Schwarzfahrer (S)

a) Berechne die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse:
A: Unter 20 Fahrgasten befindet sich genau 1 Schwarzfahre
B: Bei 37 kontrollierten Personen werden mindestens 2 Schwarzfahrer angetroffen
C: Unter 30 Personen haben 20 eine Zeitkarte

b) Ein Kontrolleur Gberpruft 50 Fahrgéaste. Mit welcher Wahrscheinlichkeit konnen mi
destens 28 und hdchstens 32 Zeitkarten vorweiséihwelcher Wahrscheinlichkeit
trifft der Kontrolleur auf 2 oder 3 Schwarzfahrer?

20.Bei einem Wettbewerb im Ballzielwerfen trifft Peter mit einer Wahrscheinlichkeit von
70%. Wie oft muss Peter mindestens werfen, damit die Wahrscheinlichkeit dafier dass
wenigstens einmal trifft, mindestens 0,95 betragt?

21.Ein Baumarkt verkauft nach einem Wasserschaden alles verbilligt. Bei den Elékatoart

ist nicht erkennbar, ob sie noch funktionsttichtig sind. Es wird geschatzt, dass 50 % der

Artikel unbrauchbar sith Charly bendétigt 3 Schalter. Sicherbeélber kauft er 6 Stlck.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind die 6 Schalter ausreichend?

b) Charly mdchte mindestens eine@ige Sicherheit haben, dass die Zahl der gekauften
Schalter agreichend ist. Wie viele Schal sollte Charly kaufen?

c) Welche Sicherheit, dass die Zahl ausreichend ist, hat Charly, wenn er 10 Schalter
kauft?

22.Zeichne unter Nutzung von Tafeln fur die Binomialverteilung Streifendiagramme-fir B
nomialverteilungen mit n =5 und folgenden Erfolgswahesnlichkeiten. Begrinde,aw
rum der | 2ngste Streifen i mmer weiter nach
a) p=0,2 byp=04 ¢)p=05 d)p=06 €)p=0,8

23.Zeichne unter Nutzung von Tafeln fir die Binomialverteilung Diagramme flr Biltomia
verteilungen mit der Erfgswahrscheinlichkeit 0,5 und folgenden Werten fir n wd b
griinde die Anderung der Form der Verteilung.
ajn=5 b)n=10 c)n=50

24.Kilian I6st Sachaufgaben gern anhand einer Skizze. In einem Diagramm markiert er sich
deshalb bei Aigaben zu Binomialvégilungen die gesuchten und die gegebenen GrolRen.
Allerdings ist das Zeichnen eines Streifendiagramms bei gro3em n sehr aufwasedig. De
halb erstellt Kilian sich eine Skizze in folgenden Schritten:
(1) Zeichnen der Achsen ohne Einteilung
(2) Markieren von 0 und n siBegrenzung auf derkchse

3 Markieren von E = n A p an einer gescha?a
(4) Freihandzeichnung einer glockenférmigéarve von 0 bis n mit der héchsten
Stelle bei E.

Diskutiere die ldee Kilians.
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2. Wissen und Konnen in der Bewertung von Hypothesen

Hinweise:

- Diese Inhalte sollten nicht als eigenstandiges Stoffgebiet, sondern in enger Verbindung mit
der Binomialverteilung behandelt werden. Sie dienen der inhaltlichen Vorbereitung auf die
Denkweisen der beurteilen Statistik, die in der Klasse 12 explizit beharetdienv

- Es wird an dieser Stelle auf eine Strukturierung der Ziele nach ihrem Beherrschungsgrad
verzichtet, da das Endniveau erst in Klasse 12 zu erreichen ist. (vgl. unsere Planungsvo
schlage fur Klasse 12)

Ziele

Die Schulerinnen und Schileissen, das
- man Fehler machen kann, wenn man von einer Stichprobe auf einettataohliel3t,

- die mithilfe der Binomialverteilung berechneten Wahrscheinlichkeiten Bsegriir die
zu erwartenden (absoluten bzw. relativen) Haufigkeiten beim wiederholten Ablauf des
Vorgangs der Kettenlange n sind,

- aus den Ergebnissen nach Abschluss eines Experimentes (Untersuchung einer Stichprobe)
Schlussfolgerungen tber die angenommene Erfolgswahrscheinlichkeit gezogen werden
kénnen,

- man zur Bewertung der eingetretenen Ergelermgsht Einzelwahrscheinlichkeitereb
trachtet, sondern summierte Wahrscheinlichk

- man von einer zuféalligen Abweichung vom Erwartungswert spricht, wenn die Anzahl der
beobachteten Erfolge vom Erwartungswert nicht oder margrabweicht,

- man als Mal fir die GroRe der Abweichung die Wahrscheinlichkeit ndetjedass die
beobachtete Anzahl von Erfolgen oder eine noch gréRere Abweichint,ei

- man von einer signifikanten Abweichung vom Erwartungswert spricht, wenn die Wah
sdheinlichkeit, dass mehr oder weniger Erfolge als die erzielten eintreten eselyrist,

- bei einer signifikanten Abweichung vom Erwartungswert das Ergebnis des Experimentes
gegen die angenommene Erfolgswahrscheinlichkeit spricht und dieseiiielZzueiehen
bzw. abgelehnt werden muss,

- die Wahrscheinlichkeit, bei deren Unterschreitung eine Abweichung als signifikant ang
sehen wird, als Signifikanzniveaubezeichnet wird,

- die Grol3e des Signifikanzniveaus vom Sachverhalt und den beteiligten Petswimegyt, a

Die Schilerinnen und Schuler kénnen
- eingetretene Ergebnisse bei BerneKlitten auf die angegebene Weise bewerten

- die Anzahl der Erfolge bestimmen, so dass die Summe der Einzelwahrscheinliclikeit kle
ner als ein bestimmte Wahrscheinlichleist,t we nn n , p und U gegeben
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Aufgaben

25.1n einem Hotel mit 200 Zimmern fallen an heif3en Tagen die Klimaanlagen mit einer
Wabhrscheinlichkeit von 20 % aus.
a) Skizziere die Wahrscheinlichkeitsverteilung fir den Ausfall der Klimaanlagen in e
nem Diagramm uncharkiere den Erwartungswert.
b) Wel che der folgenden Ereignisse wgrdest d
grinde. Kennzeichne die Ereignisse verschiedenfarbigeoieDiagramm.
A: An einem heil3en Tag fallen weniger als 20 Klimaanlagen aus. ((0605)
B: An einem heif3en Tag fallen mehr als 50 Klimaanlagen aus. (P = 0,02357)
C: An einem heil3en Tag fallen weniger als 35 Klimaanlagen aus. (P = 0,16561)

26.Bei Getrankehersteller Durstig wird Fruchtsaft automatisch in Literflaschen abgefllt.
Herr Dusstig garantiert, dass in hochstens 5 % aller Abflllungen die Flaschen zu wenig
Inhalt aufweisen. Herr Schluck kauft eine Sechserpackung des Saftes.
a) Wie viele Flaschen mit weniger Inhalt kann Herr Schlugkagten?
b) Herr Schluck findet in seiner Sechserpaukeine Flasche, die zu wenig Inhalf-au
weist. Sollte er an der Garantie von Hersteller Durstig zweifeln? Begrtinde.

27.Eine Béackerei steht unter dem Verdacht, Brote mit zu geringer Masse zu backen. Es ist
zuldssig, dass 5 % der Brote etwas zu leicht simdGtitachter kommt unangekindigt,
wahlt 100 Brote zufallig aus und bestimmt ihre Masse. Der Gutachter findet 7 Brote mit
zu geringer Msse. Wie sollte er sich entscheiden?

28.Eine Gartnerin kauft ihr Saatgut seit vielen Jahren beim gleichen Herstellenmealer ei
Keimfahigkeit von mindestens 95 % gewabhrt. Im vergangenen Jahr war sie mit ihren
Zuchterfolgen nicht zufrieden. Sie vermutet, dass eine geringere Keimfahigkeit der Samen
die Ursache war. In diesem Jahr mochte sie dies genauer untersuchen und die Keimung
von 50 Samen einer Sorte beobachten. Wenn wieder weniger als 47 Samen keimen, wird
sie sich beschweren und finanziellen Ausgleich fordern. Beurteile den Plan der Gartnerin.

29.Beim Abflllen von Konservendosen wird nach Herstellerangaben die Mindesagswa

bei 90 % der Dosen eingehalten. Herr Kontra untersucht die Masse von 8 Doseninhalten

dieses Herstellers, um die Einhaltung der Angabe zu untersuchen.

a) Wie viele Dosen mit einem zu geringen Inhalt sind zu erwarten?

b) Skizziere eine @sprechende Binomialverteng.

c) Ermittle die Wahrscheinlichkeit, dass Herr Kontra mehr als eine, mehr als 2 bzw.
mehr als 3 Dosen mit zu geringem Inhalt findet.

d) Beider Untersuchung der 8 Dosen hat Herr Kontra 2 gefunden, die zu wenig Inhalt
hatten. Er beschwert sich schriftice b der Dosenfirma: Alch ha
und in 25 % davon einen zu geringen Inhalt gefunden. Ihre Angabe, dass 90 % der
Dosen den Mindestinhalt enthalten, kann ich nur als Betrug am Kundenhpeeert . A
Wie wirdest du als Firmenchef in dem Antwortgtben argumentieren?

30.Eine Umfrage hat ergeben, dass 70 % der Wahlberechtigten eines Landes den Spitzenpol
tiker einer bestimmten Partei kennen. Fir eineSéndung mit dem Politiker wurden 5
Burger zufallig ausgewahilt.
a) Berechne die Wahrscheinlichkeit,s3e0; 1; 2; 3; 4 bzw. 5 der ausgewé&hlten Birger
den Politiker kennenndstelle die Verteilung grafisch dar.
b) Wirdest du den Bekanntheitsgrad von 70r#ngeifeln, wenn weniger als 2 Burger in
der TV-Sendung den Politiker kennen?
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3. Wissen und Kénnen zur bedgten Wahrscheinlichkeit

Ziele
Reaktivierbares Wissen und Koénnen

Die Schilerinnen und Schiler

kennen Schreiund Sprechweisen der bedingten Wahrscheinlichkeit und wissen, dass
diese an den Pfaden eines Baumdiagramms ab der zweiferaGftreten,

konnenbedingte Wahrscheinlichkeiten mithilfe von Baumdiagrammen und ihrer Kenantni
se zu den Pfadregelriechnen,
wissen, dass man die Ergebnisse einer statistischen Untersuchung, in der an jedem Objekt

zwei Merkmale betrachtet werden, in einer Vierfeldertadestkllen kann und kénnen zu
gegebenen Daten eine Vierfeldertafel aufstellen

wissen, dass man aus den Daten einer Vierfeldertafel zwei verschiedene dggamiatie
gewinnen kann, konnen diese anfertigen und die jeweiligen Pfadwahrscheinlichieiten i
terpretieen,

kénnen zu zweistufigen Baumdiagrammen eine Vierfeldertafel aufstellen

wissen, dass die beiden Merkmale der untersuchten Objekte voneinander abhangig oder
voneinander mabhangig sein kénnen,

kénnen mithilfe der Vierfeldertafel oder eines Baumdiagraremstteln, ob die heen
Merkmale voneinander abhangig oder voneinandabliéngig sind,

kénnen maogliche Ursachen fir die Abhangigkeit bzw. Unabhangigkeit der Merkmale a
geben, in dem sie die jeweils untersuchten Vorgange und deren Bedingunigtéetrac

Exemplarisches
Die Schuler haben an einpragsamen Beispielen folgende Einsichten gewonnen:

Aus den Daten einer Vierfeldertafeln lassen sich entsprechend den beiden mdglichen
Baumdiagrammen zwei Sichtweisen ableiten, die unterschiedliche bedingte Wathrschei
lichkeiten verwenden und zu unterschiedlichen Aussagen fuhren kdnnen.

Mithilfe bedingter Wahrscheinlichkeiten, dies sich formal mit umgekehrten Baamdi
grammen ermitteln lassen, kann man die Wahrscheinlichkeit eines unbekanntes Zustandes
(einer Hypothese)ach neuen Informationen berechnen.

Informationen zu Hypothesen Uber einen unbekannten Zustand, dessen relafiyleciia

in einer Population sehr gering ist, andern die Wahrscheinlichkeit der Hypothese & Uberr
schender Weise manchmal nicht in dem Maidgeman intuitiv vemutet. Eine Aufklarung
dieser fehlerhaften Intuition ist durch die Betrachtung von Erwartungswerten leei ang
nommen Stichprobeimfangen mdaglich.

Hinweise zur Behandlung der bedingten Wahrscheinlichkeit:

Betrachtungen zur bedingten Watineinlichkeit sollten bereits bei der Einfihrung der
Pfadregeln in Klasse 8 beginnen. Im neuen Rahmenplan fir die Klasse 10 ist eime Weite
fuhrung des Wissens und Kénnens der Schuler zur bedingten Wahrscheinlichkeit in dem
hier gekennzeichneten Umfang gesehen. In der Klasse 12 soll dann kiinftig ebe a
schlieRende 8andlung auch mit formalen Mitteln erfolgen.

Es sind zwei unterschiedliche Schreibweise fir bedingte Wahrscheinlichkeiten gebréuc
lich: Ps(A) und P(A | B). Beide Schreibweisen haben-\ord Nachteile. Bei der
Schreibweise gA) wird deutlich, dass es sich bei bedingten Wahrscheinlichkeiten um ein
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neues Wahrscheinlichkeitsmafd handelt. Wenn das Ereignis B in Worten ausgedréickt we

den soll, ist Schreibweise P(A | B) zu empfehlen. Es ist allgsdin beachten, dass es sich

bei |[BSFAnicht um eine Verkne¢gpfung von Ereigni
Schier sollten beide Schreibweisen kennen, da beide ihnen auch spater begegeen ko

- Die L6sung von Aufgaben sollte in Klase 10 nur mithiton Baumdiagrammen erfolgen.
Die Schuler mussen dazu mit der formalen Technik des Vertauschens der Reihenfolge der
Stufen eines Baumdiagramms (umgekehrtes Baumdiagramm) vertraut gemacht werden.
Dabei ist zu beachten, dass ein umgekehrtes Baumdiagrdmltlieh etwas ganz anderes
bedeuten kann, insbesondere bei der Losung von Aufgaben des Typs 3 und 4 (s. u.).
Der Satz von Bayes sollte erst in Klasse 12 formulierterm

- Auch bei Aufgaben zur bedingten Wahrscheinlichkeit ist es in vielen Fallen asbebr
eine Prozessbetrachtung durchzufuhren. Das bedeutet, nach den Vorgangen zu fragen, in
deren Verlauf die einzelnen Ergebnisse entstanden sind und die Bedingungen dieser Vo
gange sowie ihren Einfluss auf die WahrscheinlichtterErgebnisse zu betraiem.

- Bei der Behandlung der bedingten Wahrscheinlichkeit sollten folgende Aufgabentypen
untaschieden werden.

Aufgabentyp 1Es handelt sich um einzelne Vorgéange in der Wirklichkeit, die naaheina
der ablaufen und die in einem inhaltlichen Zusammenhangrst&ie sind dann fur die
Betrachtung bedingter Wahrscheinlichkeiten interessant, wenn das Eintretenreines E
gebnisses die Wahrscheinlichkeit der Ergebnisse des nachfolgenden Vorgamgs beei
flussen kann. Ein typischer Fall ist das Ziehen von Kugeln ausdimee Zuriicld-
gen oder Vorgange, die sich auf dieses Modell zurtickfihren lassen.

Aufgabentyp 2Es handelt sich um die Betrachtung von Ergebnissen statistischerddnters
chungen, bei denen an den Objekten der Grundgesamtheit die Auspragungen zweier
Merkmaleermittelt wurden. Mit der statistischen Untersuchung werden sehr viele
gleichzeitig in der Wirklichkeit ablaufende zuféllige Vorgange erfasst, deren Esgebni
se zum gleichen Zeitpunkt gemessen werden. Eine Darstellung der Daten kann mithilfe
einer Vierfetlertafel sowie mit Baumdiagrammen erfolgen. Die Schiler sollten Vie
feldertafeln mit absoluten Zahlen und Baumdiagrammeameier Gberfihren kénnen.
Durch die Berechnung und den Vergleich von bedingten Wahrscheinlichkeiten, die hier
Modelle von Verhaltrdsen von Daten sind, kann untersucht werden, ob die uritersuc
ten Merkmale der Objekte meinander abhéngig oder unabhéngig sind.

Aufgabentyp 3: Es handelt sich um einen einzelnen in der Regel nicht wiederholbaren E
kenntnisprozess, der im Kopf eines bastiten Menschen ablauft. Dabei geht es um
Wabhrscheinlichkeitsaussagen Uber engetretenes aber dem Menschen unbekanntes
Ergebnis eines zufalligen Vorgangs (z. B. eine Krankheit). Eine weitere Information
Uber das unbekannte Ergebnis wird als Bedinguagégefasst und &ndert die Wah
scheinlichkeitsaussage tber das unbekannte Ergebnis. Ein spezieller Fall des Aufg
bentyps 3 ist Betrachtung von Aussagen Uber ein Merkmal eines Objektes, dag-sehr se
ten auftritt. Ein typischer Fall ist die Diagnose eindnr sltenen Krankheit miieem
medizinischen Testverfahren. Dabei treten Gberraschende Ergebifisse au

- Zur Veranschaulichung einiger Sachverhalte bietet es sich besonders beim Ayfgabe
und 3 und 4 an, die Wahrscheinlichkeit in einem Baumdiagramm @ltiele Zahlen
(z.B. von 1000 Personen ausgehend) zuzzee
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1. Kai hat sich aus den Daten einer statistischen Erhebung zwei Baumdiagranemhrggt.

42
Aufgaben
1)
0,9 =
-
01 E
0,9 =
0,48
M <
0,1 F

J und M bedeutet J

(2)

Jungefi oder Avd-eroder
c h e n i basahmibt Ben Fahrraelb beschreibt die Mitgliedschaftreer Person
sitz einer Person. in einer FuBballmannschaft.

0,15

und M bedeu

Avierzeh

F
tet A
nj2hr

a) Beschreibe die Sachverhalte und entscheide jeweils, obexknMl von einem ared

ren abhagig ist.

b) Untersuche jeweils die Bedingungen der Vorgange, in denen das Merkmat-F unte
sucht wurde und finde mdgliche Ursachen fur die Abhangigkeit bzw. Unalgkéngi

der Merkmale.

2. Einige Menschen haben eine angeborene

farbenblind| nicht farbenblind

Stoérung des Farbsinns, die Rotgrin

mannlich

80

920

Blindheit. Diese Personen werden im folge

weiblich

4

996

den Text farbenblind genannt. Wéhreid e

nes Fahrschultests wurden 2000 Personen (mannlich oder weiblich) auf diedseikrank
untersucht. Die Ergebnisse sind in der angegebenen Miertafel dargestellt.

a) Stelle die Ergebnisse und deren Wahrscheinlichkeiten in einem Bagrandim dar.

b) Ist die Farbblindheit in dieser Population geschlechtsabhangig?

3. Zeige, dass die beiden tiel auf denselben statistischen Daten berigmen
Worauf wolten die jeweiligen Autoren der Artikel besonders aufmerksam machen?

Eltern winschen einen héheren Bildungda: Eltern bevorzugen die Schulform, die sie selbst
schluss fur ihre Kinder absolviert haben
37 % aller 10bis 16Jahrigen besuchen derzeit ei 72% der Eltern, die selbst ein Gymnasium bésuc
Gymnasium. Jedoch nur 35 % dieser Jugendliche ten, schicken heute ihr Kind wieder auf ein Gyann
haben Eltern, die selbst zum Gymnasium gegan¢ sium. Bei den Eltern, die eine Haupt oder Realsc
sind. Umgekehrt findet man unter den Schilerinr absolvierten, ist es &hnlich: 71 % lasserkimd

und Schilern, die eine Haumtder Realschule bes ebenfalls eine Schule dieser Schulform besucher
chen, nur 8 %, deren Eltern ein Gymnasium &bsc (dpa)

vierten.(dpa)

4. In einem Landkreis wurde am 1. September

den Journalisten folgende Statistik zugangli
gemacht. Sieréasst, welchen Abschluss ein

Schulabgéanger des diesjahrigen Jahrganges

und ob er zum Ausbildungsbeginn eine t-eh

stelle hat. Finde mdgliche Uberschriften fiir einen Zeitungsartikel, nachdem du 2iBaumd

Haupschul | Realschud
ch abschluss | abschluss
Lehrstelle 50 850
&ine Lehrstelle 100 200

agramme entwickelt hast, die unterschiedliche lfeStbaben.
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5.

Im Schuljahr 2000/2001 erwarben von den 926 700 Absolventen der allgehdeimdein
Schulen in Deutschland 214 000 die allgemeine Hochschulreife, darunter 120 000 von
insgesamt 453 400 Madchen.

a) Stelle die Daten in einer Vierfeldertafel dar.

b) Gib die beiden zugehérigen Baumdiagramme an und interpretiere die jeweiligen
Pfadwahrscheinlichkeiten.

c) Untersuche den Zusammenhang zwischen dem Erwerb der allgemeinen Hochschulre
fe und dem Geschlecht.

d) Betrachte die Bedingungen der untersuchten Vorgangeudelgemeinen Hde
schulreife fihren und versuche Ursachen fir die in c) festgestellten Ergebnisse zu fi
den.

e) Entwirf mit den berechneten bedingten Wahrscheinlichkeiten einen Zeittikgisa

f) Suche in Zeitungen Daten, die in ahnlicher Weise dargestellinterpretiert werden
koénnen.

Zur Diagnose seltener aber gefahrlicher Krankheiten (z.B. Aids) existieren sehraempfin
liche Testverfahren. So ergibt ein Aidstest mit einer Wahrscheinlichkeit von 99,8 % einen
positiven Befund, wenn eine Hi\hfektion voriegt. Mit einer Wahrscheinlichkeit von

99 % fallt bei einem Gesunden der Aidstest negativ (d.h. nicht infiziert) aus. In der Bu

desrepublik Deutschland sind in der Altersgruppe von 18 bis 60 Jahren e8tart1

dem Virus infiziert.

a) Bei einer Blutuntersthung auf Aids ergibt sich bei einer Person im Alter von 20 Ja
ren ein positiver Befund. Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Persoh-tatsac
lich infiziert ist, wenn keine weiteren Informationen tUbmrbertdsichtigt werden?

b) Welche Konsequenzemgeben sich fir den behandelnden Arzt nach dem ersten Test?

c) Wie andert sich diese Wahrscheinlichkeit nach einem zweitenyasitestergebnis?

d) Die Wahrscheinlichkeit einer vorliegenden Infektion nach dem ersten Test ist ein
uberraschendes Ergebnidan veasteht es besser, wenn man fikitiven Haufigkeiten
rechne. Betrachte dazu Q00000 zuféllig ausgewahlte Personen und berechnelmithi
fe der gegebenen Wahrscheinlichkeiten folgende Haufigkeiten bzw. Anteile:

- Anzahl der infizierten und Anzahl der nidhfizierten Personen,
- Gesamtzahl der Personen, die einen positiven Befuntiemha
- Anteil der infizierten Personen unter denen, die einen positiven Befund erhalten.

Anne, Ben und Christian haben nach einer Aufnahmeprifung fur ein Schauspielstudium
erfahren, dass nur einer von ihnen angenommen wird. Jeder rechnet sich gleich grol3e
Chancen aus.

a) Anne lauscht vor der Tur und hért, dass Christian mit Sicherheit nicht angenommen
ist. Wie grof3 ist nun ihre Chance? Nattrlich verrét sie ihr Wissen nicht.

b) Ben bittet den Protokollanten heimlich um einen Hinweis. Dieser darf nichts tber Ben
sagen, aber auch nicht, wer gewonnen hat. Wahrheitsgemal3 sagt er, dass Christian
nicht angenommen wurde. Da nun nur noch Anne und er selbst in Frage kommen,
glaubt er, daser jetzt mit einer Watscheinlichkeit von 50 % angenommen wurde. Ist
das richtig?

Es seien A und B zwei Ereignisse mit 0 < P(A) < 1 und 0 < P(B) < 1. Berechne aus den
gegebenen Wahrscheinlichkeiten die gesuchten bedingten Wahrscheinlichkeiten mithilfe
eines geeigneten Baudiagramms.

a) geg.: P(A)=0,6 P(Aund B) =0,3 P(B | nicht A)=0,2 ges.: P(B|A)

b) geg.: P(B) =0,2 P(nicht A und B) = 0,09 ges.: P(nicht A | B)

c) geg.: P(nicht A) = 0,4P(A und B) = 0,024 ges.: P(nicht B | A)
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1.6 Systematisierung von Funktionen
Ziele

1. Funktionsbegriff

Sicheres Wissen und Kdnnen

Die Schilerinnen und Schuler wissdass

- der Funktionsbegriff in verschiedenen Situationen verwendet wird, in denen Abhangigke
ten oder Zusammenhange zwischen zwei Gré3en beschriebemwerde

- es verschiedene Darstellungsmoglichkeiten fur Funktionen gibt (wortliche Bémoige
Wertetabelle, Graphen, Funktionsgleichung),

- Funktionen stets bestimmte Eigenschaften zugeordnet werden (Definitionsberaich, We
tebereich, Verhalten im Unendlichen,yhsptoten, Nullstellen, Monotonie bzw. Aed
rungsverhalten, Symmetrie des Graphen, besondere Punkte).

Die Schilerinnen und Schilkdnnen

- verschiedene Darstellungsmdglichkeiten fir Funktionen ineinander umwandeln (z. B.:
Gleichungen und Tabellen in Graph&ieichungen in Tabellen, Graphen in wértliche
Beschreibungen).

Reaktivierbares Wissen und Kdénnen
Die Schilerinnen und Schilkdnnen
- bestimmten Sachverhalten Funktionen zuordnen bzw. Beispiele fur Funktionen ia-der Pr
Xis nennen,
- in Formeln aus der Geatrie oder den Naturwissenschaften Zusammenhange erkennen
und interpretieren,
- Funktionsgleichungen erkennen und in die t)

Exemplarisches

Die Schilerinnen und Schiler wissdass

- auch geometrische Abbildungen als Fuolkén angesehen werden kdonnen,

- es bei der Untersuchung funktionaler Zusammenhénge oft sinnvoll ist zwah&rswie
sich eine Gr63e bei Veranderungen einer anderen &ndert und kdnnen solcbediamkti
Betrachtungen bei Falund Bewegungsvorgangen ariige.

2. Merkmale von Funktionen
Monotonie

Sicheres Wissen und Kdnnen

Die Schilerinnen und Schiler

- Wi ssen, dass beim Monotonieverhalten die Fr
wa@chst?n,

- konnen inhaltliche Betrachtungen an Graphen und veBesgehreibungen ohne Nutzung
von Ungleichungen formulieren.

Reaktivierbares Wissen und Kdénnen

Die Schuler kdnnen

- das Anderungsverhalten von Funktionen unter verschiedenen Fragestellungéahinhal
beschreiben, wenn ihre Graphen gegeben sind,

- dieallgemeie Frage AWie andert sich y, wenn x w2
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fragen AWi e andert sich y, wenn x rum 1
vielfacht wird?n,

- Intervalle miteinander vergleichewjchsti ndem
y st@rker/schw@cher bzw. f2]l1t y starker/

Verhalten von Funktionen mit waagerechten und senkrechten Asymptoten im Uneheh
und an Polstellen

Sicheres Wissen und Konnen

Die Schilerinnen und Schiler wissdass

- MiA das Symbol f¢r AUnendlicha ist,

- der Verlauf des Graphen firk B u n-® betra¢htet werden muss, wenn das Verha
ten im Unendlichen betrachtet werden soll,

- der Verlauf des Graphen fir% svon rechts und linkbetrachtet werden muss, wenn
das Verhakn an Polstellen betrachtet werden soll,

- das Verhalten im Unendlichen und an Polstellen durch Asymptoten beschrigiben we
kann,

- Potenzfunktionen mit y =% Polstellen besitzen,

- die Polstellen aus dem Definitionsbereich ausgeschlossen werden.

Die Shilerinnen und Schil&bnnen

- die Schreibweise X B u¥Yh é© x nYd xwnd die entsprechenden Sprechweisen
Ax geht gegen ..fA verwenden,

- Polstellen und Asymptoten im Graphen erkennen,

- Vermutungen uber das Verhalten im Unendlichen / an Polstellen anstellen,

- inhaltliche Betrachtungen Uber das Verhaiten Unendlichen/ an Polstellen anhand eines
Graphen vornehmen.

Reaktivierbares Wissen und Kdénnen

Die Schiler kénnen

- Polstellen bzw. Gleichungen fur waagerechte und senkrechte Asymptoten ausesinem g
gebenen Graphen ablesen,

- durch funktionale Betrachtungeron Funktionstermen das Verhalten der Funktion & Po
stellen und im Unendlichen begriinden.

Nullstellen

Sicheres Wissen und Kénnen

Die Schulerinnen und Schuler wisselass

- Nullstellen spezielle Stellen auf de#Achse sind,

- Nullstellen BerihrungsoderSchnittstellen sein kénnen,

- Nullstellen x stets mit der Gleichung f¢k= 0 berechnet werden und dass sie im Définit
onsbereich liegen mussen.

Die Schulerinnen un8chuler kdnnen

- Nullstellen von Funktionen im Graphen erkennen.

Reaktivierbares Wissen undkénnen
Die Schilerinnen und Schiler kbnnen:
- Nullstellenberechnungen mit einem CAS vornehmen,

- die Begriffe AAbszissefi, AOrdinatefn, AArgur

Beziehung zueinander setzen.
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Maximale und minimale Funktionswerte

Sicheres Wissen und Kdénnen

Die Schilerinnen und Schiler wissdass

Funktionen minimale und maximale Funktionswerte besitzen kdnnen, die mamExtre
werte nennt,
Funktionsgraphen Hoehund Tiefpunkte besitzen konnen, die man Extrempunkte nennt.

Die Schilerinnemind Schiler kdnnen

an gegebenen Graphen Maximum, Minimum, Hochpunkt und Tiefpunkt (Extréiepun
ablesen und die Eigenschaften beschreiben,
Skizzen von Graphen anfertigen, wenn die Art eines Extremums gegeben ist.

Reaktivierbares Wissen und Konnen
Die Shilerinnen und Schiler wissalass

man begriffliche Unterscheidungen von Maximum, Minimum, Hochpunkt unéip (it
vornehmen muss.

Exemplarisches
Die Schiilerinnen und Schiiler wissdass

man haufig Extremwertaufgaben in der Praxis I6sen muss.

Symmetie von Funktionen

Sicheres Wissen und Kdnnen

Die Schilerinnen und Schiler:

haben bildliche Vorstellungen von Graphen achsed punktsymmetrischer Fum&hen.

Reaktivierbares Wissen und Konnen
Die Schilerinnen und Schiler

wissen, dass es zufAchse ackensymmetrische (gerade) und zum Ursprung pumiktsy
metrische (ungerade) Funktionen gibt, deren Symmetrieeigenschaften mithilfe von Gle
chungen bschrieben werden kénnen,

konnen den Nachweis fiir gerade und ungerade Funktionen mithilfe von Gleichungen
fuhren,

kdnnen Symmetrieuntersuchungen mit einem CAS vornehmen.

Exemplarisches

Di

e Sch¢ler haben erl ebt, dass sich die

der Ar e c hreiten |isseB,avenn die Ant der Symmetrie bekannt ist.

Ei
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3. Funktionen mit Parametern
Sicheres Wissen und Kdnnen

Die Schulerinnen und Schuler
- wissen, dass man bei allgemeinen Beschreibungen wie"ydiexVariablen als Parane-
terbezeichnet
- konnen die Graphen folgender Prototypen skizzieren und daran die weserilgaen
schaften von Potenzind Exponentialfunktionen beschreiben:
o y=xy=x;y=x
0 y=x5y=x
o0 y=x
_ X — A4l
0 y=Ziy=g ¢
Reaktivierbares Wissen und Kénnen
Die Schilerinnen und Schuler wissdass
- manFunktionen durch Parameter verdndern kanndasdes Konventionen im Gebrauch
der Parameter gibt (y =+dmitAefd R), y = f (x)
- die Parameter a, e und d auf alle Funktionen die gleiche Wirkung haben (Verallgemein
rung),
- y= a A f (x): Sing-RichtungbaySpie§elungm o-Achsg der-
anderung des Amungsverhaltens der Funktion,
- y=f(x) + e: Verschiebung des Graphen um gRichtung Veranderung des
AAnf angswertesht,
-y =f(x+d): Verschiebung des Graphemi d in x-Richtung Veranderung des
ABez stgesmsyfi ( man betrachtet den Prozess f

Die Schulerinnen un8chuler kdnnen

- fé¢r Funktionen der For men ¥d) Graphen skizfiefewn,) , vy
Nullstellen und besondefRunkte ablesen sowie die Monotonie, das Verhalten imdnen
lichen und das Symmetrieverhalten des Graphen beschreiben sowie Polstellen und
Asymptoten &kennen, wenn f eine Grundfunktion ist.

Exemplarisches

Die Schulerinnen und Schileaben an Beispielegrlebt, dass

- man aus beliebigeRunktionerf neue Funktioned er For men y = a A f ( x
bzw. y = f(x+ d) erzeugen und fiir diesgraphen skizzieren, Nullstellen und besondere
Punkte ablesen sowie die Monotonie, das Verhalten im Unendlichen und das Sgmmetri
verhalten des Graphen beschreiben sowie Poistetid Asymptotenr&ennerkann

4. Bestimmen von Funktionen zu gegebenen Bedingungen
Sicheres Wissen und Kénnen

Die Schulerinnen und Schiler kennen:
- Prototypen fur lineares und exponentielles Wachstum.

Reaktivierbares Wissen und Kénnen

Die Schilerinnennd Schuler kdbnnen

- Funktionsgleichungen der For med) fuyprak- a A f (>
sche Sachverhalte aufstellen bzw. die Parameter im Kontext interpretieren.



48

Systematisierung von Funktionen

Aufgaben

1. Funktionsbegriff

Sicheres Wissen und Kénnen

1. Fulle die Licken aus und l6sddende Auftrage fur die Funktion mit der Gleichung

2.

y = 3x- 2.
DemArgument x = 4 wird derFunktionswert y =..... zugeordnet.
Der Funktionswert y = 7 gehort zum Argument x =..... .

Eine Funktion mitdieserFunktionsgleichungheil3t ..................... Eunktion.

| hre graphische Darstellung im Koordi

Um den Graphen der Funktion zu zeichnen, kénnte man wie folgt vorgehen :

Zeichne den Graphen der Funktion.

Wenn der Schnittpunkt des Graphen mitder y-Achsegefragt ist, muss man

é. . .. = 0 setzen und . . .. besti mmen.

Gib die Koordinaten des Schnittpunktgsd®s Graphen mit derAchse

an: éeéeéeéecéecécecé

Wenn derSchnittpunkt des Graphen mit der xAchsegefragt ist, muss man
€. ... = 0.b=sdimmeam dan Pwhkt,Sangeben.

Gib die Koordinatenvon,a n: é éééeéeéeéeééeé

Nullstellen einer Funktion sind solche Elemente aus dem Definitionsbereich,

€ s e

Gib die Nullstellen der Funktion an:

Welcher der dargestellten Kurven ist Graph einer Funktion?
a) b) c) d)

N ™
G

naten:

/////
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Kodnnen die folgenden Sachverhalte durch Funktionen beschrieben werden? Vgtdhin ja,

le sie geeignet dar.

a) In den letzten 5 Jahren ist mein Einkommen so gewachsen, dass die jahrlichg-Gehalt
erh6hung gleich war.

b) In den letzten 5 Jahren ist mein Einkommen jahrlich um 1 % gewachsen.

c) Inden letzten 5 Jahren hatte ich stets dasselbe Einkemme

d) In den letzten 5 Jahren hatte ich kein Einkommen.

Reaktivierbares Wissen und Kénnen

a) Beschreibe den funktionalen Zusammenhang, den die Formel modelliert. Beachte den

b) Skizziere den Zusammenhang in einem Diagramm in einem selbst gewahliten Inte

b) 0)

Beantworte folgende Fragen und begriinde jeweils deine Antwort durch Beigmele b

b) Léasst sich jede Gleichung als Gleichung einer Funktion auffassen?
c) Kann man zu jeder Funktion eine Wertetabelle angeben, die die Funktion vollstandig

f) L&sst sich jede Linie in einem rechtwinkligen Koordinatensystem als Graph einer

4. Die Formel s :%C"ngilt fur den freien Fall.
Definitionsbereich undie Gliltigkeitsbedingungen.
vall.
5. Schreibe eine Geschichte zu folgenden Graphen.
a)
6.
Gegenbeispiele.
a) Lasst sich jede Funktion in Form einer Gleichung darstellen?
beschreibt?
d) Kann man jeddabelle als Darstellung einer Funktion emsn?
e) Lasst sich jede Funktion graphisch darstellen?
Funktion auffassen?
7

. Welche der folgenden Gleichungen kénnen als Funktionsglejctiw eine Funktion mit

einer Veréanderlichen aufgefasst werden? Schreibe in diesen Fallen die Funktionsgle
chung in der tblichen Form y = f(x) und gib den Definitionsbereich an.
ayx+y=1 byx2+y?=1c)x-y=1 d)y=1 e)x=1 Hx2+y=1

Exemplarisches

8.

Begr¢nde, dass die geometrische Abbildung

Zuordnungsvorschrift sowie den Definitionsnd Wertebereich der Funktion an.

/

l st es meglich, die Funktion AVerwrsoddii ebung:i

eine Wertetabellermugeben?
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2. Merkmale von Funktionen

Monotonie

Sicheres Wissen und Kdnnen

1. Beschreibe das Monotonieverhalten folgender Funktionen. Wahle gunstigellaterva
a)f(x)=x b)f(x) =x2 c)f(x) =x3 d)f(x) :% e)f(x) =2 f)f(x) = g% E

2. Ordne den folgenden Aussagen entsprechende Graphen zu.
a) Wenn x wachst, wachst auch y.
b) Wenn x wachst, fallt y.
¢) Mit wachsendem x wachst y immer stéarker.
d) Mit wachsendem x wirder Zuwachs von y geringer.
e) Mit wachsendem x wird die Abnahme von y geringer.
f) Mit wachsendem x wird die Abnahme von y immer grof3er.

a) b) C)

54
—]

44

d e) ) h

3. Vergleiche die Bedeutung der folgenden Worter in der Mathematik und in der Usagang
sprache
a) Wachstum b) Steigung ¢) Monotonie

Reaktivierbares Wissen und Kénnen

4. Will man das Anderungsverhalten von Funktionen quantitativ miteinander vergleichen, so
kann man als MaR die Anderung der Funktionswerte verwenden, wenn x um 1 wachst.
Berechne dise Anderungen fir die folgenden Funktionen in den Intervallen [0; 1], [1; 2],
[2; 3], [3; 4] und [4; 5]. Was stellst du fest?

a) f(x) = x b) f(x) = x2 c) f(x) = 2
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5. Vergleiche das Anderungsverhalten der Funktion f (x) = x2 jeweils in den angegebenen
Intervallen miteinander und finde eine Gesetzmaligkeit.
a) [-1; 0] und [0; 1] b) [-2; -1] und [1; 2] c) [-3;-2] und [2; 3]

6. Vergleiche das Anderungsverhalten der Funktione® £ x2; und §(x) = x*.
a) im Intevall [O; 1] b) in den beiden Intervallg; 0,5] und [0,5; 1].

7. Man kann das Anderungsverhalten von Funktionen auch beschreiben, indem man das
Verhalten der yWerte untersucht, wenn x vervielfacht wird. Bestimme fur die Funktionen

f1(X) = X f(X) =x2  fa(x) = %
jeweils fur x > 0 das Verhalten detWerte bei folgender Veranderung von x:
a) auf das Doppelte b) auf das Dreifache c) auf ein Viertel

8. Beschreibe das Anderungsverhalten der Graphen folgender Funktionen. Nenne-eine G
meinsamkeit. Ordne den Graphen nmdigt Sachverhalte zu.

a) b) c)

\Y ¥
5 B

5
e

d)-y e) f)

9 h
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Zum Verhalten von Funktionen mit waagerechten und senkrechten Asymptoten im dnen
lichen und an Polstellen

Sicheres Wissen und Kdnnen

9. Beschreibe das Verhalten folgender Funktionen lmgigherung an x = 0 von links und
von rechts.

a) f(x) = x b)f(x) =x2 c¢)f(x)=x3 d)f(x)= % e) f(x) = Xiz f) f(x) = 2%

10.Beschreibe das Verhalten folgenderBun onen sfupgd £ ¢ x VY
a)fx)=x b)f(x) =x2 c)f(x)=x3 d)f(x)= % e) f(x) = Xiz f) f(x) = 2%
Reaktivierbares Wissen und Kénnen

11.Beschrei be das VerhaltemuradlfggemNied/@Funkt i ol
mische Betradiungen.

a) f(x) =-2x +4  b) f(x) =

c) f(x) = 6- —_

3
+ X+1

2x+1
d) f(x) :5-§

12.Beschreibe das Verhalten folgender Funktionen im Unendlichen sowie an den Polstellen
und lies die Gichungen fur waagerechte und senkrechte Asymptoten aus den gegebenen
Graphen ab.

a) b)

o x
--/12345579910111213
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Nullstellen

Sicheres Wissen und Konnen

13.Kennzeichne die Nullstellen der folgenden Funktionen und bestimme sie nédherungsweise.
a) b) C)

AN

A

14.Die folgenden Funktionen haben jeweils die gleiche Nullstelle, obwohl sich die Graphen
in ihrer Umgebung anders verhalten. Beschreibe die Unterschiede.
a) fi(x) = x b) fo(x) = x2 c) fa(x) = x3

15.Di skutiere folgende Er kl 2r ustelieistensSchisite gr i f f e
punkt des Graphen mitdetXc hs e . i

Reaktivierbares Wissen und Koénnen

16.Bringe folgende Begriffe in den richtigen Zusammenhang:
a) Argument, Nullstelle, Schnittpunkt mit der Achse, Graph, Funktionswert.
b) Argument, Schnittpunkt mit dgr Achse, Graph, Funktionswert.

17.Diskutiere folgende Aussagen.

(1) Der Graph einer Funktion kann dieAchse
a) mindestens einmal
b) hochstens einmal
c) beliebig oft
d) genau einmal
e) gar nicht schneiden

(2) Der Graph einer Funktion kann diAghse
a) mindestens emal
b) hochstens einmal
c) beliebig oft
d) genau einmal
e) gar nicht schneiden

18.Berechne die Nullstellen folgender Funktionen.
a) f(x) =2x1 8 b) f(x) = 2x21 8 c) f(x) = 2x31 8 d) f(x) =2x +8
e) f(x) =2x2+ 8
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Maximale und minimale Funktionswerte
Sicheres Wissen und Kénnen
19.Kennzeichne in den folgenden Zeichnungen maximale und minimale Funktionswerte

a¥ i v
6 2
54
4
a4
o
24 a2 o 2 o iz ™ a2
19 -1
o x
T T — T T T T T
5-4--211012 4 5 6 7 8 @
24
S
54
i
-7

Reaktivierbares Wissen und Konnen

20.Lies naherungsweise fur jeden dargestellten Funktionsgraphen Polstellen, Nullstellen und
die Extrempunkte ab, wenn sie vorhanden sind.

a) 7 b)

21. Stelle mit einem CAS die Graphen der Funktionen dar und bestimme naherungsweise die
Extremstellen und Extremwerte.

a) f(x) :-%x3 + %x b) f(x) = X* + 2x3- 3x2 c) f(X) =-x3 + 6x2- 9x
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22.Skizziere Graphen von Funktionen mit der folgenden Eigenschaft. Es wird daven ausg
gangen, dass die Funktion keine weiteren Nullstellen und Extremstedligzt.b
a) Die Funktion hat 2 Nullstellen und eine Maximumstelle.
b) Die Funktion hat 3 Nullstellen und eine Minimumstelle.
c) Die Funktion hat eine Nullstelle und ihr Graph hat einen Hochpunkt.
d) Die Funktion hat eine Nullstelle und ihr Graph hat 2 Extrempunkte.
e) Die Funktion hat 2 Nullstellen und ihr Graph keinen Extrempunkt.
f)  Die Funktion hat keine Nullstellen und unendlich viele Extremstellen.

Exemplarisches

23.Klaus mochte mit 13 m Maschendraht einen rechteckigen Platz fur seinen Hund einza
nen. Er stellt dabei folgende Uberlegungen an.
a) Es wird ein freistehender Zwinger aufgaba
b) Es wird die Riickwand der Garage in den Bau einbezogen.
Untersuchebei welchen Abmessungeler Hundeplatz jeweils am gré3ten wird.

Symmetrie von Funktionen
Sicheres Wissen und Kdnnen
24.Gib an, welche der Funktionen aufgrund der Form des daigestéraphen vermutlich

gerade bzw. ungerade sind.
c)

a)
f v

aJs nm w oo @
P S T ST

T T T T T T T T T v
S5 4 3 2 1 1 2 3 4 6 7

T T T T T T T 1
o1 2 2 4 5§ 8 7 8 @

[ T N R VR
P S R S S

d) e) f)
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Reaktivierbares Wissen und Kénnen

25. Stelle folgende Funktionen mit einem CAS dar. Gib an, welche der Funktionen aufgrund
der Form des dargestellten Graphen vermutlich gdyade ungerade sind. Weise die
vermutete Symmetrie nach.
a)y=x-8x2-9 b) y = (x- 2)2 C) y = x3- 4x2- 5x

d) y = x3- 4x e)y:% fly=sinx g)y=2

26.Skizziere Graphen von Funktionen mit der angegebene Eigenschaft
a) Die Funktion ist ungerade und hat 2 Nullstellen.
b) Die Funktion ist gerade und hat 2 Nullstellen.
c) Der Graph der Funktion hat 2 Schnittpunkte und einen Berlhrpunkt mitAlgnse.
d) Die Funktion hat keine Nullstelle

Exemplarisches
27.Von einer Funktion ist 8lgendes bekannt. Welche Schlussfolggen kannst du daraus
ziehen, wenn die Funktion folgende Symmetrieeigenschaft hat?
a) Sie ist gerade b) Sie ist ungerade.
(1) Eine Nullstelle ist ¥=1,3.
(2) Ein Hochpunkt ist H@3; 8).
B)F¢r wmgivl tm, y Y
AHF¢r x Y Ou.gi |t

3. Funktionen mit Parametern
Sicheres Wissen und Kénnen

1. Es wird jeweils die Wertetabelle einer Funktion f angegeben. Dabei ist in jeder Tabelle
genau ein Druckfehler. Berichtige diesen Fehler.

a) fist eine lireare Funktion.
X 1 4 10 15
fx) 3 9 12 31

b) fist eine quadratische Funktion.
X O 1 2 3
fx 1 4 9 15

2. Beschreibe zunéchst die verschiedeWeranderungen gegeniiber der Nopasghbel und
versuche danrmdie Funktiongleichung zu finden.

1M _Few | F= & FEw |_FB™ [F7 T
+ f—|Zoon|Trace [Rearaph|Math |Draw|- &p i

MAIN DEG AUTO FUMC



Systematisierung von Funktionen 57

3.

4.

Die in den untenstehenden Abbildungen dargestellten Parabeln gehen aus deraNormalp
rabel durch Verschieben, Spiegebtrecken und Stauchen hervor. Bame die Funkt
onsgleichungen der Parabeln.

HMAIN DEG AUTO FUNC MAIN DEG AUTO FUMC

Vergleiche die Graphen der folgenden Funktionen mit dem Graphen von f(x) = x2 und
beschreibe, wie diese aus der Normalparabel hervorgehen kénnen.

a)g(x)=x2+5 b) h(x) =(x+5)2 c¢)s(x)=-x2+5 d) t(x) = 5x2
e)k(x)=(xi 22+3 fym(x) =-2x2+ 3

Reaktivierbares Wissen und Konnen

5.

Wie geht der Graph der Funktion aus dem Graphen der eatsprden Grundfunktion
f(x)=x™, m1 Z hervor? Gib gegebenenfalls die Asymptote.

a) f(x) = X2+ 8 b) f(x) = % 0) f(x) = i 3
d) f(x) = (x- 5)° e) f(x) = ! -3 f) f(x) = (x + 4)*7 3
(x+4)

Skizziere die Graphen folgender Funktionen in ein gemeinsames Koordinatensystem.
fax)= x3, B(X)=0,5A3,  §(X)=x37 4, fi(x) = 0,5Ax371 4

a) Erlautere den Einfluss der Parameter 0,5 -uhduf f.

b) Skizziere den Graphen der Funktion y = &5 4 und finde Gemeinsamkeiten.

Skizziere die Graphen folgender Funktionen in ein gemeinsao@slikatensystem.
fix)= X3, H(X)=x3T 4, B(x) = (x+2)'3, f(x)=(x+2)31 4

a) Erlautere den Einfluss der Parameter 2 uhduf f,.

b) Gib jeweils alle Asymptotengleichungen an.

Gegeben sind Funktionen mit der Gleichung yA&&+ e ni N.

a) Erlautere den Einfluss der Parameter a und e auf Potenzfunktionéh y = x

b) Begrinde, dass die linearen Funktionen y = mx + n Spezialfalle der Potenzfunktionen
y =x"-ae shd.

Skizziere den Gragmnder Funktion y = 2in ein Koordinatasystem.

a) Spiegele den Funktionsgraphen an dérchse und gib die Funktionsgleichung des
entstandenen Graphen an.

b) Wie lautet die Funktionsgleichung, wenn der Ausgangsgraph anAlgrse gesp-
gelt wird?

10.Welche der folgenden Aussagen sind wghr? N)

a) Die Graphen der Potenzfunktionen y 2 grreichen die ¥ Achse nie.

b) Die Graphen der Potenzfunktionen y 2£beriihren die y Achse nur.

c) Die Graphen der Potenzfunktionen y £schneiden die iy Achse nicht.

d) Die Graphen der Potenzfunktionen y £n@hernsich der yi Achse standig.
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11.Untersuche jeweils die Anderung dewerte der Funktionen in den gegebenen Inferva
len [0;1], [1;2] und [2;3]. Finde Gesetzmaligkeiten.

a) fi(x) =x fa(x) = 3x fa(x) =-2x
b) fi(x) =x2 fa(x) =3x2  f3(x) =-2x2
c) fi(x) =x2 fa(X) = x2+3 f3(X) = x2- 2

12.Bestimme fir die Funktionem (k) = x; f(x) = 2x und §(x) =-2x das Verhalten dery
Werte bei folgender Veranderung von x:
a) auf das Doppelte b) auf das Dreifache c) auf die Halfte

13.Berechne die Nullstellen folgeadFunktionen und beschreibe den Einfluss des Faktors a
auf die Anzahl und die Lage der Nullstellen.

a) fi(x) =x2 fa(X) =4x2  f3(X) =-3x2  f4(x) = 0,5%2
b) fi(x) =x3 fo(X) = 4x3  f3(X) =-3x3  f4(x) = 0,5%3
c) fi(x)=2" fo( X ) "= fa@)A23 R2f4x) =0, 5 A2

14.Berechne die Nullstellen folgender Funktionen und beschreibe den Einfluss desrBsumma
den e auf die Anzahl der Nullstellen.
a) fi(x) =x2 fa(X) =x2-4 f3(x) =x2+ 1 fo(x) = x2- 2,25
b) fi(x) =x3 fo(X) =x3-4 f3(X) =x3+ 1 fu(X) =x3-8
c) fi(x)=2% fa(X) = 2% -4 f3(x) = 2X+ 1 f4(x) = 2% - 2,

15.Skizziere die Graphen der folgenden Funktionen. Erlautere den Einfluss des Faktors 0,5
und die Besonderheit des Paramete[s 4qauf f i
fix)= sinx, $( x) = 0, BAsdinfdx)x , fa( x) = O, 5Asin (4x)

16.In die folgenden Aussagen haben sich Fehler eingekeinl. Korrigiere sie.
Esgilt stetsi N, n >0 und » 0.
a) Der Zuwachs der Potenzfunktionen y™Sst in einem Intervall der Lange 1 umso
grof3er, je gilder n ist.
b) Die Exponenalfunktionen y = b, b > 1 wachsen starker als alle Potenzfiomen.
c) Die Abnahme der Potenzfunktionen y £ x ., 0 istin einem Intervall der Lange 1
mit wachsendem n immer geringer.

Exemplarisches

17.Welche der fegenden Aussagen treffen auf alle Fimken der Funktionenschar
y=aX+ bx] + ¢ mit a I 0 zu?

Hinweis: Zeichne mit einem grafikfahigen Rechner die Funktion-);t %"+ gXZ +3und

bestimme in der graphischen Darstellung die Anzahl der Nullstellen und der Extkiempun
te. FindeVermutungen ddurch, dass du a, b und c variierst und dir diese Repréasentanten
darstellst.

a) Alle Graphen dieser Schar sind gerade.

b) Alle Funktionen dieser Schar haben 4 Nullstellen.

c) Es gibt Funktionen dieser Schar, die keine Nullstelle haben.

d) Es gibt Funkbnen dieser Schar, die keine Extremstelle haben.

e) Eine Extremstelle der Funktion ist stets Q.
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4. Bestimmen von Funktionezu gegebenen Bedingungen
Sicheres Wissen und Kénnen

1. Skizziere einen Graphen fir eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:
a) Die Geraden x =4 und y = 6 sind Asymptoten der Funktionen.
b) Die Gerade x =1 ist Asymptoteund die Funktion hat die Nullstellg x 2.
c) Die Gerade x = 4 ist Asymptqtdie Funktion ist punktsymmetrisch zumdprung
d) Die Gerade x = 6 ist Asymptqtder Graphst achsensymmetrisch zur YAchse.

2. Eine Funktion f besitzt den Definitionsbereich D(f)-5;[5] und den Wertebereich

W(f) = [-3; 3]. Skizziere jeweils einen moglichen Funktionsgraphen fur f, wennrhieite

folgende Eigenschaften gefordert werden.

a) DerGraph von fist achsensymmetrisch zuhghse.

b) Die Funktion f besitzt nur die Nullstellér2 und 4. Der Schnittpunkt des#&hen von
f mit der yAchse lautet g0 | -4).

c) Der Graph von f ist punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung. Die Funkten f b
sitztgenau 4 Nullstellen.

3. Ordne den folgenden Sachverhalten je eine der folgenden Gleichungen zu:

f10)=x3 B( x )  =3( m AX'HxpAmx+n & x) *= aAb

Sachverhalte:

A: Eine Bakterienart verdoppelt ihnren Anfangsbestand stundlich.

B: Alkohol wird im Kdrper so abgebaut, dass sich der Blutalkoholspiegel stindlich um
0,2 & verringert.
Das Volumen eines Wiels entspricht der 3. Potenz seiner Seitenlange.
Die Flache eines Kreises ist proportional zum Quadrat seines Radius.
Je mehr Arbeiter auf einer Baustelle arbeiten, desto kiirzer ist die Zeit, in der die A
beit bewaltigt ist.

moao

Reaktivierbares Wissen undkénnen

4. Der Graph einer Funktion verlauft durch die Punkte|R{j0und Q(2 5).
Gib mdglichst viele Funktionen mit dieser Eigenschaft durch eine Gleichung an.

5. a) Der Graph einer quadratischen Funktion verlauft durch den PuKtlP{und
beruhrt die xAchse (d.h. der Scheitelpunkt liegt auf dehshse).
Gib eine stche Funktion durch eine Gleichung an.
b) Eine Funktion hat die Gleichung f(x) =&. Weiterhin gilt f¢1) = 0,75 und
f(5) = 3072. Berechne a und b.
c) Gegeben wird die Fltion f mit f(x) = logx und f(343) = 3. Berechne a.

6. Auf einer 15 crigroRen Flache eines Nahrbodens wird ein Bakterienstammtgetziic
Seine Zellen vermehren sich bei gleich bleibenden Versuchsbedingungen im Durchschnitt
pro Tag auf das 1;fache des Vdages. Am Ende des ersten Versuchstages nahmen die
Bakterien eine Flache von etwa 0,7%@m.
a) A(n) sei die GroR3e der Flache, die von den Bakterien am Endetdasversuchsi-
ges eingenommen wird. Gib eine Berechnungsvorschrift fir A(n) an.
b) An welchem Vesuchstag wird der Nahrboden vollstdndig von Bakterien bedeckt?

7. Gib die Gleichung von vier linearen Funktionen so an, dass ihre Graphemzeisaen
Buchstaben M beschreiben. Achte dabei auch auf die Angabe der Definitiocisbere



60 Systematisierung von Funktionen

8. Es sind verschiedene Rktionen so anzugeben, dass ihre Graphen den Langssdneist e
Weinglases ergeben. Achte bei der Normierung des Koordinatensystems auf@eale Gr
Renverhaltnisse.

9. Das Bierglas :
Direkt nach dem Zapfen ist der Bierschaum 4 cm hoch. Alle 15 s verringedesie
Hohe um 9 %.
Beschreibe den Zusammenhang zwischen der vergangenen Zeit und der Schaumhohe
durch eine Gleichung.

10.Uber das Bevdlkerungswachstum auf der Erde gibt es folgende Angaben.

Jahr 1950 | 1960 | 1970 | 1980 | 1990
Weltbevolkerung in Mrd] 2,555| 3,039 3,707 4,456 5,283

Versuche, diesen Wachstumsprozess durch eine geeignete Funktion zu beschneiben. U
tersuche, ob das Ergebnis auch die aktuellen Zahlenwerte sowie Schatzwertelfiir die z
kinftige Entwicklung (z.B. Jahr 2050 9,104 Mrd.) wiedergeben.

11.Folgende Sachverhalte konnen mit Funktionen der FormA/ & beschrieben werden.
Prazisiere fur jeden Sachverhalt die Variablen x und y sowie die Parameter a, e und n.
a) Beim freien Fall sind die erreichte Geschwindigkeit v bzw. der zuriickgelegte Weg

von der Fallzeit t abhéngig. Es gelten die Formeln: vAEund s :% @2.

b) Die Lufttemperatur sinkt jeweils um 6,5°C wenn die Hohe um 1 km zunimmt. Auf
Meeresspiegelhdhe betragt die Temperatur 25°C.

c) Die Volumina verschiedener Quader mit gleicher Hohe h = 10 cm sind nur vom Inhalt
der Grundflacheabhangig.

d) Die Form einer Wasserrutsche entspricht dem rechten Ast einer mit 0,5 gestauchten
Normalparabel, die in einer Hohe von 1 m ihren Scheitelpunkt hat.

12. Mit einer Lange von 2.694 Metern und eifaup- 4 ——
spannweitezon 1.624 Metern ist die &ebaelt

Briicke inDanemarlderzeit die langste Hangebrtick
in Europa Die Stahlbetopylonehaben eine Hohe
von 254 m, der Uberbau ist 31 Meter breit und lieg
ungefahr 70 Meter Gber dem Meeresspiegel. (Vi
dia) Beschreibe den Bogen zwischen den Stehlb
tonpylonen durch eine geeignete Fuidki.

Wachstums und Zerfallsprozesse sowie periodische Vorgange

13.Beschreibe folgete Sachverhalte durch eine Funktion.
a) Gib eine Gleichung an.
b) Gib den Definitionsbereich an.
c) Skizziere zu jedem Sachverhalt ein Diagramm.
Ein Mann hat 500 04 gespart.
AWDEr nimmt sich davon t2&2glich 5 0.
(2) Er will taglich 5 % des Restes verbrauchen.
(3) Er legt das Geld fur 10 Jahre fest bei einer Bank mit 4 % Zinsen pro Jahr an.
4Er spart in den kommenden 100 Tagen weite


http://de.wikipedia.org/wiki/Spannweite
http://de.wikipedia.org/wiki/Spannweite
http://de.wikipedia.org/wiki/D%C3%A4nemark
http://de.wikipedia.org/wiki/Europa
http://de.wikipedia.org/wiki/Pylon_%28Br%C3%BCckenbau%29
http://de.wikipedia.org/wiki/Pylon_%28Br%C3%BCckenbau%29
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14.Die 1922 entwgkelte Norm DIN 476 gibt die Grol3e der Blatter von AO bis A10 an- La
gen, Breiten und Flacheninhalte genltigen bestimmten Gesetzmalligkeiten. Decke diese
mithilfe der folgenden Tabelle auf und beschreibe sie naherungsweise durch Gleichungen.
Bezeichnung AO |Al1|A2 |A3 |A4 |A5 |A6 | A7 | A8 | A9 | Al0
Lange | in mm 420|297 | 210 37
Breite b in mm 420|297 | 210| 148 26
Flache A in mm?

15.Die Lufttemperatur an einem Ort ist von seiner Hohe Giber dem Meeresspiegel abhéngig.

Es gilt die Faustregel: Bei einBunahme der Hohe um 1000 m sinkt die Temperatur

durchschnittlich um 6,5 °C. Mullers verbringen ihren Urlaub auf der Insel Madeira im Ort

Santa Cruz, der auf Meeresspiegelhthe liegt. In Santa Cruz betragt die Temperatur 20°C.

a) Stelle die Abhangigkeit der Tigoeratur von der Hohe Uber dem Mespeegel fiur die
Insel Madeira dar. Beachte, dass der héchste Berg 1860 m hoch ist.

b) Mullers wollen eine Wanderung auf den hdochsten Berg unternehmen. Auf welche
Temperatur sollen sie sich mit ihrer Kleidung einstellen?

c) In Santa Cruz befindet sich auch der Flughafen der Insel, dessen Startbahn auf das
Meer hinausragt. In welcher Hohe hat ein Flugzeug die Aul3entemperatur vor 0°C e
reicht?

d) Eine Seilbahn fuhrt in den 600 m hoher gelegenen Ort Monte. Welcher Temperaturu
tersched erwartet die Reisenden beim Ausstieg aus der Bahn?

16.Ein Prozess der zeitlichen Veranderung von Werten einer Grol3e hat die angegebenen E
genschaften. Mit welchem Funktionstyp wirdest du isthbreiben?

a) Zum Zeitpunkt t = 0 ist ein Anfangswert > 0 vorhandDie Werte nehmen erst gn
sam und dann immer scHlez zu.

b) Zum Zeitpunkt t = 0 ist ein Anfangswert > 0 vorhanden. Die Werte nehmen erst
schnell und dann immer langsamer ab. Theoretisch bleibt der Wert immer positiv,
praktisch ist er irgendwann so kiedass er nicht mehr messbar ist.

c) Vom Zeitpunkt t = 0 an wachsen die Werte vom Anfangswert Null auf ein Maximum.
Von dort aus fallen sie immer schneller, bis sie den Wert Null wieder erralod h

d) Die gleichen Maxima und Minima der Werte wechseln setioggisch ab.

e) Vom Zeitpunkt t = 0 ausgehend wachsen die Werte mit dem Anfangswert Null erst
schnell und dann immer langsamer.

17.Skizziere zu folgenden Vorgangen passende Diagramme.
a) Wenn man eine Strecke von 50 km mit héherer Durchschnittsgeschwindigkiek-zu
legt, benotigt man eine kirzere Zeit.
b) Ol e hat 100 U4 und nimmt sich wohen, davon
c) Von einem radioaktiven Material zerfallt pro Stunde ¥ des noch vorhandenei Mater
als. Am Anfang sind 100 g vorhanden.
d) Ein Fahrstuhl hat als Belastungsgrenze 480 kg. Welche diwalttiche Masse diw
ten 1, 2,€.12 Personen h°chstenfen? haben,
e) Wird eine Brausetablette einer Sorte in ein Glas mit 20 °C kaltem Wasser gelegt, so
I6sen sich pro Minute 30 % des noch vorhandendateTianrestes auf.

P
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Planungsvorschlag Klasse 11

2 Ziele und Aufgaben Klasse 11
2.1 Planungsvorschlag fir die Klasse 11
Std. Inhalte / Schwerpunkte | Bemerkungen
13 Zahlenfolgen
3 |- Begriff der Zahlenfolge (allgmein) | - arithmetische und geometrische Zahle
- Darstellung folgen nur als Beispiele
- explizite und rekursive Zudr - in Uberschaubaren Fallen auch ohne C
nungsvorschrift - Untersuchung rekursiv definierter ligen
mit CAS zur Leistungsdifferenzierung
2 |- Monotonienachweise (wachsendg - Inhaltliche Beiige zum Anderungsie
fallende bzw. kostante Folgen) hdten einer Fuktion herstellen
- Folgen mit wechselnder Monotonil - Deutung der Ergebnisse der Differerizb
dung
5 |- Grenzwerte, Grenzwertunters - Nutzung des CAS(grafisch und nam
chungen, Grenzwerttze risch)
- Definition und inhaltliches Verstéinis
3 |- Begriff der Partialamme und der |- Grenzwertbetrachtungen zu ausgewahl
Partialsummenfige (Reihe) Partidsummen
- Umgang mit dem Summenzeichel
- Berechnmgen mit CAS
- Anwendungsaufgaben
8 Grenzwerte und Stetigkeit
2 |- Grenzwerte von Funktionen an e | - inhaltlich- anschaulicher Grenzweghb
ner Stelle bzw. im Unellichen griff
- Ubertragung der Grenzwertsétze | - Grundprinzip: Untenschung mit Hilfe
von Folgen auf Funktnen von Testfolgen
- komplizierte Funktionsgiehungen mit
CAS
6 |- Untersuchung von gebrochen - Einfihrung der Begriffe der gebrochen

rationalen und abschnittsweide-
finierten Funktionen auf Grenzwe
te

- Begriff der Stetigkeit von Funldt | -
nen

- Untersuchung von Funktionen auf
Stetigkeit unter Nutzung der Defin
tion

- Definitionslicken (Polstellen, ettg
behebbare Definitionslticken) und
Sprungstellen mit Ndmveis

rationalen Funktionen und ddn-a
schnittsweise definierten Funktionenne
fache Beisple)

CAS als Hilfsmittel zur Visualigrung,
zur Anné&herung mit Testfolgen und zur
Gewinnung von Hisichten
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Std. Inhalte / Schwerpunkte | Bemerkungen
14 Differenzierbarkeit
4 lokale, globale Diférenzierbarkeit | - Anstiege, geometrische Ding
Differenzenquotient und Differe | - Tangenterund Normalengleichungen,
zialquotient standiger Praxisizug
Tangentenproblematik
8 Zusammenhang von Stgkeit und
Differenzigbarkeit
Ableitungsregeln - Produkt und Quotientenregel, Kettesyel
- inhaltliche Deutung des Anderungsverh
Zusammenhang von Motonie tens
und erster Ableung - Modellieren von Anwendungssituationel
durch ganzrationale und gebrectato-
nale Furktionen
- Zusammenhang zur Monotonie vonhZa
lenfolgen herstéen
2 geometrische Zusammenhange |- Untersuchung mit und ohne CAS nmit |
zwischen dem Graphen von f(x) terpretation durch den Siller
und dem Graphen von f'(x)
12 Kurvenuntersuchungen
8 Geometrische Zusammenhange | - inhaltliches Verstandnis
zwischen den Graphen von f, f',
1 - Art des Extremums mit Naeveis
notwendige und hinreichendeB
dingungen fir Extrapunkte - Art des Wedepunktes mit Ndeveis
notwendige und hinreichendeeB | - Konzentration auf ganzrationale une-g
dingungen fur Wengbunkte brochenrationale Funkbnen
4 Kurvendiskussionen mit und ohnq - Anwenden von Regeln und Verfahren
CAS ohne CAS auf Ubersichtliche Beispiele
und wenige Ubungsaufgabeesbhranken
23 Anwendungen der Differenzialrechnung
23 Erzeugung funktionaler Zusa - ganzrationale und gebrochationale

menhange, die durch Verkpfiang,
Verkettung und abschnittsweise
Definion eristehen

Ldsen verschiedenster Extne
wertprobleme auch mit komplizie
teren Funkbnen moglich (CAS)
Modellieren von Anwedungssiti-
ationen durch Funktionen und
durch Auffinden geeigneter Rar
meter

Funktionen

Erweiterung der Differenziationsregeln
auf die Wurzelfunktion und y = sin x
und y = cos X

Nutzung des CAS

Rekonstruktion vomrunktionen
Kurvenscharen

inhaltliches Verstandnis des Newtonve
fahrens
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Std. Inhalte / Schwerpunkte | Bemerkungen
10 Stammfunktion
2 |- Umkehrung des Differenziatisn | - einfache Funktionen ohne CAS
prozesses
- Ermitteln von Stammfuktionen
2 |- Flacheninhalt dePunktmenge, di§ - Der Wechsel zwischen numerisches-B
vom Graphen von f, der&chse rechnung und grafischer Darstellung mit
und den Geraden=xa und x=b CAS amoglicht ein vertieftes Verstandni
begrenzt wird Grenzwert der mathenatischer Zusamnmhange.
Ober und Untersmme)
6 |- Das bestimmte Integral - Abgrenzung vom Flacheninhalt der
- Eigenschaften und Berechnung Punktmenge
bestimmter tegrale
- Hauptsatz der Differenzialind - inhaltliches Verstandnis
Integrdrechnung
- uneigentliche Integrale
10 Anwendungen der Integralrechnung
6 |- Flachenberechnungen - Flachen unter und zwischen Funktioresg
phen (praxisnahe Zusamniginge)
4 |- Volumen von Rotationskdrpern |- Berechnungen mit CAS
- Bogenlange
20 Die eFunktion i weiterer Ausbau der Differenzial und Intergralr echnung
4 |- Zusammenfihren von Differerzi
tion und Integration bei vielfa
gen Audgaben
12 |- Wiederholung und Anwendung |- Betrachtung der kfrunktion nur als th-
des bisherigen Wissensid Kin- kehrfunktion de e-Funktion und zurr-
nensauf eFunktionen tegration getmchemationaler Fuktionen
- Herleitung und Bedeutung von e
4 |- Kurvenscharen
(10) | Gesamtwiederholung an differenzierten Komplexaufgaben, integrates Thema
Hinweis:

Fur einige Aufgaben der Klasse 11, die mit einem CAS losbar sind, wurden &alséibd-
sungen erstellt. Entsprechende Aufgaben sind mit (L) gekennzeichnet. Die Lobsinggen
sichunter www.mathemv.de(L6sungen von Aufgaben der Klasse 11).

Weiterhin existiert unteawww.mathemv.de(Zusatzliche Aufgaben zum Exemplarischen

Lernen in Klasse 11) eine Datei mit Aufgaben und Hinweisen zum Exemplarischen Lernen in

der Klasse 11.


http://www.mathe-mv.de/
http://www.mathe-mv.de/
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2.2 Zahlenfolgen
Vorhandenes Wissen:

i Funktionen: beschreiben Zusammenhange, BegArgument, Funktionswert, Defint
onsbereich, Wertebereich, Darstellung im Koordinatensystem, in Tabellen, verbal, mit
Funktionsgleichungen, Schreibweise z.B. vy

i Folgen:Umgangssprachliche Vorstellung einer Folge als Aneinanderreihung glichen
vielen Dingen mit einerdstimmten Ordnung (Malfolge, Ziffernfolge bei Demlzahlen),
Fortsetzen von Zahlenfolgen,

i Index: bezeichnet einzelne Losungen mit besonderen Eigenschaften, fest, hebtetwas B
sonderes hervor {)oder x).

T natirliche ZahlenNull ist die kleinste natlitihe Zahl. Es werden fir die Null stets-b
sondere Betrachtungen angestellt. Die Folge der natirlichen Zshiarendlich.

I Wachstum : lineares und exponentielles, verbale Beschreibung, Darstellung im Keordin
tensystem, mit Tabellen und Gleichungen,

I Terme:Termwertberechnungen, Belegung von Variablen in Termen

Voraussetzungen aus Klasse 10 fir das Arbeiten mit dem Voyage200 zum Thema Folgen:
i Arithmetische Operationen
I Eingabe von Termen (Struktur von Termen erkennen und Klammern richtig setzen)

i Termumformungen, insbesondere: Entwick; gemNenn; PzIBruch; im Bxeyaeni des
Hauptbildschirms

i Losen und Interpretieren von Gleichungen in unterschiedlichen Zahlestimre
I graphische Darstellung von Funktion&mstellen von Wertetabellen

Ziele

Sicheres Wissen undkKonnen
Die Schilerinnen und Schiler

I haben inhaltliche Vorstellungen zu Zahlenfolgen und wissen, dass Folgen besondere
Funktionen mit einem Definitionsbereich aus den natirlichen Zahlen und dem &verteb
reich R sind und kennen die besonderen Bezeichnungen,

i haben inhaltliche Vorstellungen zum Grenzwert einer Zahlenfolge und wissen, dass sich
die Folgeglieder einer konvergenten Zahlenfolge einem Grenzwert mit wachsendem n b
liebig nahe andhern,

I wissen, dass Partialsummen und Partialsummenfolgen entsteheannaerie Glieder
einer Folge systematisch addiert und dass eine unendliche PartialsummenfolgeeReihe g
nannt wird.

Die Schilerinnen und Schiler kdnnen

i arithmetische, geometrische und einfache Folgen erkennen oder fortfihren, wenn konkrete
aueinander folgnde Glieder gegeben sind,

i Zahlenfolgen grafisch darstellen und das Monotonieverhalten an Graphen beschreiben,
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die Schreibweisdéim sicher verwenden,
n- o

zu einer gegebenen expliziten oder rekursiven Vorschrift Glieder der Zahlenfolge-berec
nen und Vermutungen Uber den Grenzwert bzw. das Konvergenzverhalten anstellen,

erklaren, wie aus einer Folge die entsprechende Partialsummenfolge entsteht.

Reaktivierbares Wissen und Kénnen:
Die Schilerinnen und Schiiler wissen:

Die Folgen mit a= 1/n unda, = " mit |q| < 1 sind Nullfolgen.

Die Schiilerinnen und Schiler kbnnen

Folgen durch Aufzahlen der ersten Glieder, verbal und in Tabellen darstellen,
praktische Anwendungen geometrischer Folgen mit CAS bearbeiten,

ein CAS fur die Darstellung von Folgendizur Berechnung von Gliedern nutzen,
die Differenz a.; - &, fur Uberschaubare Folgen bilden, berechnen und deuten,

Vermutungen fur den Grenzwert aus grafischen und tabellarischen Darstellungen bilden
und Satze Uber konstante Folgen, Nullfolgen, Sumidferenzen und Produkten von
Folgen nizen,

die Begriffe konvergente und divergente Folge unter Nutzung grafischer Veraischaul
chungen erkléaren,

aus einfachen Folgen entsprechende Partialsummenfolgen bilden,
Grenzwertbetrachtungen zu ausgewahlten Rethuechfihren,

in Uberschaubaren Fallen eine gegebene ausfihrliche Summe mithilfe des Summenze
chens schreiben,

die Verwendung des Summenzeichens zur Beschreibung einer Summe und m Besti
mung des Grenzwertes einer Reihe suieeiden.

Exemplarisches
Die Schilerinnen und Schiler haben an einpragsamen Beispielen erste Vorstellungen und
Einsichten zu folgenden Sachverhalten gewonnen.

Es gibt endliche und unendliche Folgen.
Unter bestimmten Bedingungen ist es sinnvoll, n = 0 im Definitionsbereich zseula

Die Glieder der Zahlenfolgen kénnen auch als Punkte auf der Zahlengerade veranscha
licht werden. Damit wird der Grenzwert von Funktionen, das Verhalten an Polstellen und
die Einflhrung der 1. Ableitung vorbereitet.

Zwischen arithmetischen Folgen, linea Funktionen, linearen Wachstumsprozessen bzw.
geometrischen Folgen und Exponentialfunktionen und exponentiellen Wachsturasproze
sen gibt es enge Zusammenhange.

Die Monotonie geometrischer Folgen ist auch durch die Differenzbildung untemAnwe
dung der P@nzgesetze berechenbar.

Manchmal ist es sinnvoll, zwischen streng monoton und monoton zischeelen.

Bei Anwendung der Grenzwertdefinition auf eine Zahl, die nicht der Grenzwert ist, ergibt
sich ein Widerspruch.
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- FUr kleine n kann der Grenzwert beliebit Uberschritten werden, erst im Unendlichen
geschieht die Annaherung.

- Man muss zwischen der Annaherung an den Grenzwert von oben oder unten untersche
den.

- Die Bezeichnung uneigentlicher Grenzwert fur die Schreibvvli_r'rseaq: b ist wide

spruchlich.

- Die beliebig genaue Annéherung an einen Wert ist ein mathematisches Modell £+ Gren
prozesse. In der Praxis gibt es immer einen kleinsten Wert der Annaherung, den-nicht u
terschritten werden kann.

- Mit dem Grenzwertbegriff wird deéBegriff des unendlich Kleinen und der belieby g
nauen Annaherung mathematisch korrekt erfasst und auf das Arbeiten mit Ungleichungen
zurlickgefuhrt.

- Die Begrindung und\nwendung der Summenformel fir geometrische Reihen wird an
einem einpragsamen Bpielerlebt.
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Aufgaben
Sicheres Wissen und Kdnnen
1. Vergleichen Sie: (1) f(x) =3x +7 mit (2)a=4+(n-1) A 3

2. Vergleichen Sie die Bedeutung der Klammer in den folgenden Ausdrticken:
A: (a+n)(@ n) B: (a) C: (a + 1)

3. Geben Sie je ein Beispiel fur Zahlenfolgen an, die die gegebenen Bedinguititjen:e
a) Die Folge wird durch eineskursive Bildungsvorschrift beschrieben.
b) Die Folge wird durch eine explizite Bildungsvorschrift beschrieben. Die Glieder der
Folge werden immer gréR3er.

4. Finden Sie Gemeinsamkeiten und Untreefichi ed:¢
in der Umgangssprachind in der Mathematik.

5. Paul bewirbt sich um einen Ferienjob und versucht, den Personalchef zu Gberzeugen, ihn
einzustellen, weil er fur wenig Lohn zu arbeiten anfangen mdchte. Paul schlagt vor, am 1.
Tag fur nur 50 Cent zu arbeiten und an jedem weiteagnden doppelten Lohn des Vo
tages zu erhalten. Wirden Sie als Personalchef auf das Angebot eingehen, wenn Paul 3
Wochenabs Tage arbeiten méchte? Begrinden Sie.

6. Nennen Sie Beispiele fiir monoton wachsende (alternierende; fallende mit rekurksiver Bi
dungsvaschrift) Zahlenfégen.

7. Skizzieren Sie eine monoton wachsende (fallende, alternierende, konstante) Folge in ein
Koordinatensystem.

8. Finden Sie Zahlenfolgen mit folgenden Eigenschaften:
3 lim(a,)=1;g, >1 far n *

b) Ii_m(an):l;a1 <L fur n %

9. Es sind drei Zhlenfolgen gegeben:
= +l =1+ :n_-l
(1) &, =1+~ (2) @, =1+n (3)a, ==
a) Stellen Sie die ersten zehn Glieder folgender Zahlenfolgen auf je einem Zahlenstrahl
dar. Geben Sie eine Vermutung Uber die Konvergenz der Folgen an.
b) Finden Siealle Folgengliederfir die gilt:
an>1 an<l1 aa=1 aa<l1,1 a,<1,01 a,<1,001

10. Setzen Sie die Folgen fort.

a) O0; 2:; 4:; 6b)ed; 1 ; 1/8c¢) é25; 27; 24¢é.
11. Schreiben oder zeichnen Sie auf, was Sie sich unter folgendenlieoamgen vorstellen.

a) die Folge der natirlichen Zahlen von 1 bis 10

b) die Folge der Zweierpotenzen

c) die Summe der natirlichen Zahlen von 1 bis 10

d) die Summe der Zweierpotenzen

12.Nennen Sie Beispiele fur Partialsummen und Partialsumnggamnfo
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Reaktivierbares Wissen und Kénnen:

13.Geben Sie fur jeden Begriff eine Beispielfolge an! Stellen Sie sie mit dem Voyage200 dar
undlUbernehmen Sie eine Skizze der Folge in die Tabelle!

Begriff Bildungsvorschrift Skizze

Nullfolge

konvergente Folge

divergente Flye

konstante Folge

14.Gegeben sind die Zahlenfolgen)(and () mit a, = 2+% ; b, =5- 4

n

a) Speichern Sie die Bildungsvorschriften fir beide Folgen im CAS und stellen sie die
Folgen grafisch dar!

b) Ermitteln Sie den Grenzweder Folge (8 bzw. (),

c) Ermitteln Sie die Folgen

,=a+h d=a-b p=Ob 12

n

d) Welchen Grenzwert vermuten Sie fur die Folgen aus Aufgabe c)?
Uberpriifen Sie Ihre Vermutung araktd der Grafik und der Tabellen.

15. Entscheilen Sie, bei welcher der Folgensésh um eine Nullfolge handelt.

-2 _5 . _n-1 _ 82
a) &= 5 b) &= o c) &= d) an_Sé%g

16.Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge mit Hilfe der Grenzwertsatze und vergleichen
Sie lhre Ergebnisse mit denen, die mit einem CAS ermittelt wurden.

1 2 _2n-4 _5n-7
2) a“_ﬁ+F ) © 5+n °) T n?-3n

17.Untersuchen Sie die Aussagen auf ihren Wahrheitsgehalt. Widerlegen Sie die falschen
Aussagen durch ein Gegenlspiel und erlautern Sie die richtigen an einem Beispiel.
a) Jede geometrische Folge mit g < O ist konvergent.
b) Jede geometrische Folge mit fg[L ist divergent.
c) Wenn eine Folge alternierend ist, dann kann sie nur konvergent sein.
d) Wenn eine arithmetische @ monoton wachsend ist, dann ist Skedgent.
e) Wenn eine Folge monoton wachsend ist, dann ist sie divergent.
f) Es gibt Folgen, die gleichzeitig divergent und konstant sind.
g) Eine monoton fallende Folge kann sich nur von oben einem Grenziernn
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18. Ermitteln Sie die Anzahl der Summanden der gegebenen Summen. Bestimmen Sie jeweils
die ersten 3 Summanden jeder Aufgabe.

45 18 8 L
a)3 (2k- 1) b4 (3k+2) c) § 80,5

k=1 k=5 i=1

19.Berechnen Sie die nachfolgenden Partialsummiehiitfie des CAS.

45 18
a)g (2k- 1) b)g (3k+2)
k=1 k=1
8 o
c) § 80,5 d) g (2k- 1)

i=1 k=1

20.GebenSiean, ob die gegebene geometrische Reihe konvergiert. Berechnen Sie-gegeb

nenfalls den Grenzwert deeRRe.
N N 1 1 1

a) §07¢" b) J 101" C) 1-=+=-=+..
k=1 k=1 2 4 8

21.SchreiberSie mithilfe eines Summenzeichens.

a) 1+}+}+i+_ + 1

3 9 27 = 2187

b) 101 + 105+ 109 + ... +177 +18
c) 1+4+9+16 +...

Exemplarisches:

22.Finden Sie Zusammenhange zwischen dem Anstieg @éwearén Funktion und der d4
notonie arithmetischer Folgen.

23.Vergleichen Sie miteinander:
ay = O0744nllg=-7+(n-1) A 0, 4
b) b= 32™An6,$% = 64 A 0,5
c) ci=n* undy=x2

24.Untersuchen Sie, ob das Verfahren zur MonotonieuntersuchungolgenFauf die Fukr
tiony =3 xi 5 zu Ubertragen ist.

25.Uberlegen Sie, ob es mdglich ist, eine lineare Funktion rekursiv zu beschreiben. Geben
Sie gegebenenfalls ein Beispiel an.

26. Entwickeln Sie einen Vorschlag, wie das Verfahren zur Monotonieuntersyigbarn-d-
gen auf Funktionen zu Ubertragen ware. Erlautern Sie ihn an Beispielen.

27.Untersuchen Sie, ob das Verfahren zur Bestimmung des Grenzwertes der Folge
5n-4
an =
n

auf die Fufttion y = oX-

zu Ubertragen ts
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28.Vervollstandigen Sie die Ubersicht tiber die Monotonie geometrischer Folgen uret tiber!
gen Sie, welche Teile auf Exponentialfunktionen tbertragbar sind.

>0 <0 =0

>0

<0

q=0

29.Anne geht jeden Tag einen 2 km langen WegSaltule. An einem Morgen Ulbegt sie:
A Ilch k°nnte meinen Schul weg auch simenin Et ¢
Kilometer betragt. Die zweite Etappe ist die Halfte der ersten Etappe, die dritte die Halfte
der zweiten Et apzudesengdankén Sielulgme n Si e

300Her r Buddel mechte ein Haus bauen und ni mmi

Zinssatz von X % auf . Er wei C, dass er ma X i
beginnt mit der Riickzahlung am Ende des ersten JahresirBla@r#lung endet nach 10
Jahren. Erkundigen Sie sich bei einer Bank nach den aktuellen Zinssétzen furein Darl

hen von 100 000 U4 und einer Laufzeirt von 1

einfachen Sie Ihre Rechnungen gegebenenfalls durch die Anreahengdhrlichen Zah
weise. Beraten Sie Herrn Buddel ausfuhrlich!

31.Untersuchen Sie folgende Aussage: Die Partialsummenfolge der ungeraden natirlichen
Zahlen entspricht der Folge der Quadahlen.

32.Die untenstehend abgebildete Figur ist durch das Anéeréilgen von Halbkreisen &n
standen, wobei jeder neue Durchmesser das 0,6fache des vorherigen Durchmessers ist.
Der erste Durchmesser betragt 2 cm. Wie lang ist die Linie, wenn man sich damAneina
derfigen der Halbkreise beliebig oft fossgtzt denkt?


















































































































































































































